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Prodlogo

Notas del curso propedeutico de fisica general del posgrado del INAOE.
Curso de 60 horas en 9 semanas, es decir 45 sesiones de una hora viente
minutos. El temario contempla cuatro temas generales: mecéanica clésica (20
horas - 15 sesiones), termodindmica (15 horas - 12 sesiones), teorfa electro-
magnética (15 horas - 12 sesiones) e introduccién a la mecédnica cudntica (10
horas - 7 sesiones), habiendo sido anadido el tema de teoria electromagnético
(v las 15 horas respectivas) para el curso 2007. Idealmente los inscritos deben
ser egresados de una carrera de fisica y tener conocimientos de estos temas,
de manera que el curso sirva de repaso. También se busca que sean suficien-
temente explicativos para que aquellos estudiantes que no hayan estudiado
el tema tengan una introduccién que les de bases suficientes para llevar los
cursos del primer ano del posgrado de Astrofisica del INAOE. El curso esta
basado en una selecciéon de temas de los libros de Resnick necesarios para
poder continuar al posgrado de Astrofisica.

Las notas estan incompletas y en elaboracion. Se avanza a medida que
avanza el curso.



Capitulo 1

Mecanica clasica

1.1. Cinematica

Resnick §2, 3y 4.

1.1.1. Posicién, coordenadas, trayectoria

Posicién y coordenadas

La ubicacién de un punto en el espacio se especifica mediante un vector de
posicién, 7, descrito por tres variables, generalmente {z,y, z}. Si definimos
un origen de coordenadas y tres vectores unitarios fijos, {z,9, 2}, perpendi-
culares entre si, podemos escribir

F=al+yy+ 22, (1.1)

que corresponde a la descripcién de una posicién en coordenadas cartesianas.
Las tres coordenadas tienen unidades de longitud y la distancia del punto
al origen de coordenadas es r = y/z2 + y2 + 22. En ocasiones un sistema de
coordenadas cartesiano no es el mas apropiado y conviene usar otro tipo de
coordenadas, como son las cilindricas o esféricas.

Las coordenadas cilindricas, {R, ¢, z}, refieren la posicién del objeto
a su distancia a un eje de referencia (digamos Z) y la altura del punto con
respecto al plano perpendicular a z,

7= RR + 23, (1.2)

de donde la distancia del punto al origen es r = v/ R? + z2. Las coordena-
das cartesianas se relacionan con las cilindricas mediante las ecuaciones de
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Figura 1.1: Diagramas bésico de coordenadas polares.

transformacién

(1.3)

{x:Rcoscp o {R:\/x2+ 2,

y = Rsingp ¢ = arctan(y/x).

La coordenada R es positiva (R > 0) y el &ngulo acimutal ¢ cumple 0 < ¢ < 27.
El precio a pagar por el uso de las coordenadas cilindricas es que el vector
unitario R no es fijo, sino que depende de la posicién. El vector unitario R
no es fijo y depende de la coordenada implicita ¢ de acuerdo a

Tcosp+ysing

o . (1.4)
= —Ismep+ycosy ,

€> pd>
|

segun se ilustra en la figura 1.1. El vector ¢ es el unitario perpendicular a R y
a Z que completa la base ortonormal. Fisicamente ¢ apunta en la direcciéon en
la que crece el dngulo . La transformacién entre vectores unitarios (ec. 1.4)
y su inversa se pueden representar mediante matrices, por ejemplo,

[ cosp —sing R
<g}>_<sin<p cos p )((ﬁ) (1.5)

Las coordenadas esféricas, {r,0, ¢}, emplean el vector unitario que
une al origen con el punto en cuestién de forma que

=

F=rf. (1.6)



Estas coordenadas se relacionan con las cilindricas via z = rcos 6, R = rsin 6,
o directamente con las cartesianas,

x = rsinf cos p r=+/a?+ y?+ 22

y=rsinfsing & 0 = arctan(v/2? + y%/z) , (1.7)
z=rcosf ¢ = arctan(y/z)

donde el orden {r, 8, ¢} es el adecuado para un sistema diestro de coorde-
nadas y se tienen las condiciones (0 <)y (0 < 6 < 7). La transformacién
entre vectores unitarios es una combinacién de rotaciones como la represen-
tada por (1.5),

T sinfcosp cosfcosp —sing 7
7 | = | sinfsinp cosfsing cosp 0 |, (1.8)
z cos 6 —sinf 0 7

con la transformacién inversa dada por la matriz transpuesta. El término
polar se refiere a la inhabilidad de estos sistemas de coordenadas de describir
el origen sin ambigiliedad. Si z = 0,y = 0 la variable ¢ no esta definida; si
ademas z = 0 entonces # también esta indefinida.

En geografia y astronomia frecuentemente se usan sistemas de coordena-
das polares para describir la posiciéon de una punto sobre el globo terraqueo
o la boveda celeste. Estos miden uno de sus dngulos con respecto al ecuador,
por lo que se denominan coordenadas ecuatoriales. En geografia se usa la
longitud y latitud geografica; en astronomia las coordenadas celestes usan
la declinacién, d, y ascencién recta, «, donde las coordenadas del vector
unitario correspondiente son,

x=cosdcosa,y =cosdsina,z =sind. (1.9)

La declinaciéon mide el angulo entre el punto y el ecuador celeste y la ascen-
cién recta el angulo entre la proyeccién del vector en el plano y la direccién
del punto vernal. Otro sistema de coordenadas ttil en astronomia son las
coordenadas galacticas, referidas al plano de la Via Lactea y la direcciéon del
centro Galactico.

1.1.2. Trayectoria

Una trayectoria es un conjunto continuo de posiciones en funcién del
pardmetro tiempo, 7(t). La cinemética se encarga de la descripcién del mo-
vimiento, caracterizando distintos tipos de trayectorias. Frecuentemente po-
dremos simplificar la descripciéon a dos o una dimensiones, usando simple-
mente z(t). La dindmica se encarga de describir las causas del movimiento
y predecir las trayectorias dada una causa.



1.1.3. Velocidad y movimiento rectilineo uniforme

La velocidad de una particula (puntual) se define como la derivada de
su trayectoria 7(t),

dr A7
v=—=1 1.10
VT AtaO(At) (1.10)
En coordenadas cartesianas se deriva cada una de las coordenadas,
7= 5 T+ dy Y+ 9z, = + 9y +
U= dt dt 7 —Z=2r4+yy+ 2z,

donde se introduce la notacion @ = du/dt.

En coordenadas circulares debe uno tomar en cuenta que el vector uni-
tario es funcion de la posicion, y por tanto del tiempo. En el caso de coor-
denadas cilindricas

dR dR dz

U= %R R%—i—d_ —RR+R<,0<,0+zz

donde se puede demostrar de (1.5) que R=¢p, yo=—¢R.
De la misma manera, en coordenadas esféricas se tiene

27:—r—|—r—::7'"f—|—r9é+rsin9gb¢ (1.11)

El movimiento rectilineo uniforme corresponde a ¥/ constante. Po-
demos integrar (1.10) para obtener

7(t) = Tt + 7(0), (1.12)

con 7(0) un vector constante, determinado por las condiciones iniciales. La
descripcién del movimiento rectilineo uniforme es mas conveniente en coor-
denadas cartesianas.

1.1.4. Aceleracion y caida libre
La aceleracién es la derivada de la velocidad con el tiempo,

L4 d*F
ai=—=—5. (1.13)
dt dt
Nuevamente, en coordenadas cartesianas se deriva cada coordenada, mien-
tras que en coordenadas circulares hay que considerar las derivadas de los

vectores de base. Omitiré esta derivacién.



Aceleraciéon constante
Si @ es constante podemos integrar para obtener,

1
Ft) = 55# + 7(0)t + 7(0) . (1.14)
Un caso particular corresponde a la caida libre, donde @ = —g2, con g ~ 9.8 ms™2.
Si inicialmente ¢(0) = 0, 7(0) = hZ la ecuacién de movimiento es
1
z(t) =h— §gt2.

El objeto tarda un tiempo t = y/2h/g en caer.

Tiro parabdlico
Es una generalizacion a dos dimensiones de la caida libre. Consideramos las
condiciones iniciales ¥ = hZ y ¥ = vpZ. El movimiento resultante es uniforme
en I y caida libre en Z. Preguntas a considerar son la distancia horizontal
recorrida y el tiempo de caida, comparado a caida libre.

Una variante es considerar un lanzamiento con direccién arbitraria,
U = vp(Z cos @ + Zsin ) y buscar la distancia recorrida, el tiempo de caida y
el valor de # que maximiza -o minimiza- estas cantidades.

1.1.5. Movimientos armodnicos

Movimiento arménico en una dimensién

Comtnmente planteado por la relacién ¢ = —w?z, ecuacién diferencial
de segundo orden que tiene como solucién funciones armoénicas de tipo
x(t) = xgcos(wt). Estas funciones son periédicas, repitiendo sus valores
cada intervalo de tiempo P = 27 /w, denominado el periodo del sistema.

Circular uniforme
Este es un movimiento en dos dimensiones resultante de superponer dos
movimientos armonicos en z y en y de misma amplitud, como

x(t) = Acos(wt), y(t) = Asin(wt). (1.15)

Siz(t) y y(t) estan desfasados 90°, como en (1.15), la trayectoria descrita es
un circulo de radio A, ya que 22 4+y? = A2, independiente de ¢. Si derivamos
dos veces esta ecuacién obtenemos @ = —w?7, como en el oscilador arménico
unidimensional. Una relacién (escalar) ttil a demostrar es a = v? /7.

La cantidad w se denomina velocidad angular, siendo P = 27 /w el tiempo
requerido para recorrer la circunferencia.



1.2. Dinamica

Resnick §5 y 6.

1.2.1. Primera ley de Newton

Primera ley de Newton: en ausencia de fuerzas externas, un objeto per-
manece en estado de movimiento rectilineo uniforme.

La tendencia de un cuerpo a permanecer en movimiento uniforme es su
inercia. Si la primera ley es valida en un marco de referencia O también
es valida para cualquier marco de referencia O’ que se mueve a velocidad
constante (movimiento rectilineo uniforme) con respecto a O. Esta propiedad
define -de manera un poco circular- a los marcos de referencia inerciales
como aquellos en los cuales un objeto que no experimenta fuerzas externas
se mueve de manera rectilinea uniforme. De aqui un enunciado alterno:

Si la fuerza total actuando sobre un objeto es cero, es posible encontrar un
conjunto de marcos de referencia en los que este objeto no tiene aceleracion.

En la préctica es dificil (por no decir imposible) encontrar un marco de
referencia eractamente inercial. Un coche tomando una curva es un ejemplo
claro de un marco no inercial. La Tierra es una mejor aproximacién, pero un
objeto en la Tierra experimenta fuerzas no inerciales debido a la gravedad
y a la rotacién de la misma. Si hacemos abstraccién de estas, el movimiento
orbital de la Tierra alrededor del Sol induce fuerzas no inerciales, etc. .. Es
posible medir la velocidad de la Tierra con respecto al fondo de microondas;
este podria ser el marco de referencia inercial de referencia, siempre y cuando
el centro de masa de la materia del Universo no se mueve con respecto a
este sistema - segun el principio de Mach.

1.2.2. Segunda ley de Newton

Primero deberiamos definir que es una fuerza. Una fuerza es una causa
de movimiento, o mas precisamente de modificar la inercia. En términos
mundanos la accién de jalar o empujar corresponde a aplicar una fuerza.
Si pensamos en jalar un resorte duplicar la fuerza corresponde a duplicar
cuanto se estira el resorte. La segunda ley de Newton define a una fuerza
como una causa de aceleracion:

Segunda ley de Newton:la fuerza externa total que actua sobre un objeto
es proporcional al producto de la masa por la aceleracion resultante.

F=ma. (1.16)



Un punto importante es que la fuerza solo puede depender de la posicién
del objeto, su velocidad y del tiempo, F = ﬁ(f’, U,t). La ecuacién (1.16)
describe una ecuacién diferencial de segundo grado a resolver para encontrar
la trayectoria 7(t), la cual requiere dos condiciones iniciales (vectoriales) para
estar completamente definidas.

1.2.3. Tercera ley de Newton

Tercera ley de Newton: si A ejerce sobre B una fuerza Fap entonces B
ejerce sobre A una fuerza de misma magnitud y direccion opuesta,

ﬁAB :_ﬁBA- (1.17)

1.2.4. Fuerzas basicas

En la practica queremos estudiar el movimiento relacionado con algunos
tipos de fuerza.
1.2.5. Particula libre

Se define la particula libre como aquella que no esta sujeta a fuerzas
externas, F' = 0, de donde se sigue

a=d*/d* =0 = Gt)=1v = 7t)=7dot+70,
consistentemente con la primera ley.

1.2.6. Caida libre

Cerca del suelo la fuerza de gravedad puede escribirse como F' = mg,
con § = —gz. De aqui se sigue @ = ¢ que tiene como solucién general el
movimiento de tiro parabdlico,

. . . .
T(t) = —592’ + vt + 10 .

Una sutileza dentro de este problema es el hecho de que la masa involu-
crada en la fuerza de gravedad, mg, a veces denominada “masa gravitacio-
nal” es la misma que en la segunda ley de Newton, F = ma, denominada
“masa inercial”. La igualdad de estas dos definiciones de masas da lugar al
principio de equivalencia, uno de los sustentos de la relatividad general.



1.2.7. Caida libre con resistencia del aire

La resistencia de un medio al movimiento puede representarse con una
fuerza opuesta a la velocidad, de la forma F = —b3. Si pensamos en un
movimiento puramente vertical, bajo la influencia de la gravedad, la segunda
ley de Newton nos da

dv b
ma=—-mg+bv=—=—g+ —v,
dt m
donde hemos puesto ¥ = —vZ, siendo v la velocidad de caida. Primero nota-

mos que la aceleracién es nula (la velocidad es constante) si v = mg/b,
siendo esta la denominada velocidad terminal (alrededor de 60 m/s para
una persona - sin paracaidas).

La solucién formal de la ecuacién es

v do ) mg
v _t/ 1) = bt/m (_) 1— bt/m )
/vo v—mg/b 0 m = v(t) = voe * b ( € )

1.2.8. Oscilador armdnico

El oscilador arménico en una dimensién corresponde a una fuerza F' = —kz,
la cual da lugar a un movimiento arménico de frecuencia w = \/k/m.

Un problema relacionado es el del péndulo. Las fuerzas involucradas con
la gravedad y la tensién de la cuerda o varilla que retiene a la masa m,

mia =T+ mg. (1.18)

Usando coordenadas polares, y observando que la tensién restringe la masa
m a no tener movimiento radial (solo angular) tenemos que si 7 = ¢7, siendo
¢ la longitud de la cuerda o varilla, entonces v = 060 ya= 066. Las dos
componentes, radial y tangencial de la ecuacién de movimiento (1.18) quedan
como,

0=—-T+mgcosh, mld=—mgsinb. (1.19)

En el caso particular de dangulos pequenos, § < 1 (jen radianes!), la expre-
sién (1.19) se aproxima a la del oscilador armonico de frecuencia w = /g/?.

1.2.9. Dinamica de un movimiento circular uniforme

Procedemos al revés. Suponemos que se cumple la relacién (1.15) e in-
ferimos F' = —(mv?/r)7, la fuerza es radial. Fuerzas responsables de un
movimiento circular se denominan fuerzas centripetas.



1.3. Energia mecanica

Resnick §7 y 8.

1.3.1. Energia cinética

Definimos la energia cinética como

1
E,. = —m|27|2

5 . (1.20)

De acuerdo a esta definicién, si v = |U] es constante la energia cinética es
constante; se requiere una fuerza para lograr un cambio de energia cinética.
Pero no toda fuerza da lugar a un cambio en v: una fuerza perpendicular
a U da lugar a un movimiento circular uniforme, en el cual v es constante.
Dicho de otra forma, si F-%=0no hay un cambio de energia cinética.

1.3.2. Trabajo de una fuerza

Para modificar la energia cinética se requiere que una fuerza F' realice
un trabajo W definido como

W:/Fﬂﬂ (1.21)
definiendo la potencia como su derivada con el tiempo,
aw =
P=—=F-7. 1.22
7 v (1.22)

Estas definiciones cumplen con W =0y P = 0si F -7 = F - dif/dt = 0.
A manera de ejemplo, consideramos una fuerza constante actuando desde
una posicién inicial (i) a una final (f), ; — x¢. La integral (1.21) se hace
de manera directa, dando W = ma(xs — x;). Siendo la fuerza, y por tanto
la aceleracién constante, tenemos vy = v; + a(ty — t;) de donde se obtiene
fu? =+ 2a(xs — x;). A partir de esto se tiene que

1 1
W = §mvj% — Emv? = AEFE,.

La igualdad W = AE, se conoce como el teorema de trabajo - energia. La
demostracion se puede hacer formalmente para cualquier tipo de fuerza,

= dv L odir 1]
W—/F'dr— mdt-dr—/mdv dt_/d[va]_AEc' (1.23)



1.3.3. Fuerzas y campos conservativos

Definimos una fuerza conservativa como aquella que se puede escribir de
la forma
F=-VU(7), (1.24)

siendo U la energia potencial, o simplemente “el potencial”. Esta definicién
indica también que la fuerza es funcién explicita de la posicién, F' = F(7),
independientemente de la velocidad y el tiempo. Empleando ésta definicién

tenemos

W:[ff~dfz—ﬁfVU-dF:—AU.

Para una fuerza conservativa el trabajo es igual al negativo del cambio de
energia potencial. Se sigue que en un campo conservativo W no depende
de la trayectoria, solo de los puntos inicial y final; en particular, una fuerza
conservativa no realiza trabajo neto en una trayectoria cerrada. Ejemplos de
fuerzas conservativas, que se derivan de un potencial, son la de un resorte,
derivada de U = kr?/2, y la gravedad, derivada del potencial U = mgz.

Un ejemplo de fuerza mno conservativa es la friccién dindmica, fuerza
ejercida en resistencia al movimiento. Como se ejemplifica en el Halliday &
Resnick, al mover un objeto describiendo un circulo en una mesa con friccion,
el trabajo realizado en un ciclo no es nulo, ya que F' - ¥ nunca cambia de
signo, y por tanto W # 0.

1.3.4. Energia potencial y conservacién de energia mecanica

Combinando W = —AU con el teorema de energia-momento podemos
definir la energia mecdnica como la suma de la cinética y potencial,

E=E.+U. (1.25)

Asi bajo un campo conservativo la energia mecanica es constante y el trabajo
mide la transferencia de energia potencial a cinética. La conservacién de la
energia mecanica se da en campos conservativos y se puede expresar como
1, .
E =—-mv*+U(7), (1.26)
2
2 2 2 z A s l 2z d l ’ s .
con v° = vy +uv, +v;. Asi expresamos la conservacion de la energia mecanica
en algunos sistemas:

1 1
E = §mv2 + Ekx2, oscilador armoénico 1D (1.27)

10



1
E = §mv2+mgz, gravedad (1.28)

1 GM
E = §mv2 - —m, campo gravitacional. (1.29)
r

Frecuentemente se debe considerar el término cinético en coordenadas cilindri-
cas o esféricas,

V¥ =R24+ R2%?+ 22, =i+ r%sin? 0 + 1262,

En sistemas no conservativos la energia mecanica no se conserva; se trans-
forma en otro tipo de energia, como por ejemplo en energia térmica (calor),
conservandose la energfa total (= mecdnica + térmica + interna + radiati-
va), de acuerdo al principio universal de conservacién de energia.

1.4. Sistemas de particulas

(Resnick §9)

Hasta aqui hemos considerado particulas puntuales, sin estructura y carac-
terizadas Unicamente por su masa m. En general es necesario considerar la
estructura de los sistemas fisicos, descritos como la aglomeracién de varias

—

particulas individuales o mediante una distribucién de masa, p(7)

1.4.1. Sistema de dos particulas

(Resnick §9.1 - fig. 1).

El sistema compuesto mas sencillo estd formado por dos masas puntua-
les, mq y ma, con posiciones 71 (t) y 7 (t). Estas particulas tienen trayectorias
definidas por las fuerzas mutuas -o internas- y las fuerzas externas. Para se-
parar los efectos de fuerzas internas y externas conviene definir las posiciones
relativa 7 y de centro de masa 7, como

S oL . mi7T + mats
F=i — AL A S 1.30
2 1, cm mi+ mo ( )
La transformacién inversa es
Fl = ch — (mg/M)F, FQ = ch + (77L1/M)F, (1.31)

con M = mj 4+ meo la masa total del sistema. Podemos anticipar que las
fuerzas externas afectan a 7., mientras que las fuerzas internas afectan a 7.
En particular la fuerza externa total sobre estas dos particulas es

Fepr = Fem,l + Fegp’Q =myd1 + modo = Md.y, .
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Consecuentemente, en ausencia de fuerzas externas el centro de masa de un
sistema de particulas sigue un movimiento rectilineo uniforme.

La energia cinética de un sistema de dos particulas se expresa directa-
mente en términos de las coordenadas relativa y del centro de masa,

1 1 1 1
E.= 2m1v1 + 2m2v2 = 2Mv + 2mv2 (1.32)
donde 1 ] ]
m= "2 —=—+—, (1.33)
m1 + mg m mi meo

es la masa reducida del sistema.

1.4.2. Momento lineal

El momento lineal de una partl'cula de masa m estd dado por P = md.
Para un sistema de partlculas P = Yibi = M Uem ¥ la segunda ley de
Newton se expresa como Fem = dP /dt, siendo P una cantidad conservada
en ausencia de una fuerza externa neta.

1.4.3. Colisiones entre dos particulas

(Resnick §10)
Al considerar la colisién entre dos particulas tenemos como primera con-
dicién la conservacién de momento antes (i) y después (f) de la colisién

P, =Py = miti; +mala; = miv,p + mat .

Podemos encontrar las condiciones finales en términos de las condiciones ini-
ciales imponiendo una condicién a la energia mecanica: si la energia mecanica
se conserva tenemos una colision eldstica; si la energia mecdnca no se conser-
va (transforméndose en calor, por ejemplo) tenemos una colisién ineldstica.

1.4.4. Sistemas de N particulas y sélidos

Para N particulas la definicién del centro de masa se generaliza a

f — Zmle
T Tm

La Fuerza externa satisface la segunda ley de Newton para el centro de masa
de un sistema de particulas, > Feyt = Mdey,. Para un cuerpo sélido el centro
de masa esta determinado por la densidad de masa p segin

1
Fom = == /deV, (1.34)
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donde M = [ p dV. ¥y, viene siendo la posicién promediada por la distribu-
cién de masa, siendo M7, el primer momento de la distribucién de masa.
Se puede definir de manera andloga el momento de inercia como el segundo
momento de la distribucién de masa,

I, = /(r25ab — xqxp) pdV

donde a y b son alguna de {z,y, 2} v Iz = [ p(y? + 22)dV. I se relaciona
directamente con la rotacién del sistema y se puede reducir a un escalar al
definirse un eje de rotacion.

1.5. Rotacion

(Resnick §11, 12 y 13.)

Al considerar un movimiento circular, ya sea uniforme o no uniforme, con-
viene hacer la descripcion cinematica y dindmica en términos de variables
angulares, andlogas a las lineales definidas en los capitulos §1 y §2.

1.5.1. Posicidn, velocidad y aceleraciéon angular

En §1 definimos las coordenadas cilindricas con la relacién,
r=Rcosy, y=Rsingp,

donde el angulo ¢ indica la posicién angular del punto en cuestién. La velo-
cidad y aceleracién angular se definen como las derivadas de esta cantidad

dy dw
atc “ T A

Pensando en términos de una rotacion en el plano zy, la velocidad lineal
cumple
Ut=—Rsinpw i+ Rcospwyg=w(—-yT+z7q), (1.35)

que se puede escribir como v = & x 7 describiendo a la velocidad angular
como un vector a lo largo del eje Z, es decir & = wZ. La aceleracién angular
es también una cantidad vectorial, dada por

do dr 94

¥=dd/dt = — X T+ I X — =axXF—
a=ds/ o T+ 7 7 — wT

QL

En particular, en un movimiento circular uniforme tenemos v = wr, a = wr.
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1.5.2. Dinamica rotacional
Energia cinética rotacional

Pensando en un cuerpo sdélido, la energia cinética del mismo esta dada
por la suma de las energias cinéticas de cada punto i, el cual se mueve con
una velocidad ¥; = Ve, + Ui e Es decir

E, = 5 mz 5 mz cm + § MiUem, * Uj cem + § mz zcm
'U
_ cm — — 2
= B § m; + Ve, * E miV; em + § §mivi,cm

= —Mv?, + -Iw?, (1.36)

donde usamos M = > m;, > MU cm = d(3miT5em)/dt = 0, usando la
definicién de centro de masa, y definiendo el momento de inercia I a través

de la relacién
1 Ll
Z ml zj_ bl
i

N —

_Iw Z 5 v Z cm Z §ml(w X Ti,cm =

es decir

I=> ma} — /pridv, (1.37)

donde r;| se refiere a la distancia del punto i al eje de rotacion y la flecha
indica la expresién correspondiente a una distribucién continua de masa. La
expresién (1.36) indica que la energia cinética de un cuerpo sélido puede
separarse en un término de centro de masa, o translacional, mas un término
rotacional. Dentro de la energia cinética rotacional el momento de inercia es
analogo a la masa dentro de la inercia translacional.

Momento de inercia

Independientemente de si la rotacion es alrededor del centro de masa o
no, el momento de inercia se calcula con respecto al eje de rotacion. Asi, si
consideramos un objeto girando alrededor del eje z tenemos

JZ/pridV:/(:c2+y2)pdv,:/R2deRd<p dz |

sugiriendo la férmula el uso de coordenadas cilindricas {R, ¢, z}.
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Supoéngase que conocemos el momento de inercia I referido a un eje que
pasa por el centro de masa, digamos 2, y queremos calcularlo para un eje
paralelo a 2. Si h es la distancia entre estos ejes tenemos

I, = ZripdV:/((x—h)2+y2)pdV

- /(a;2+y2)pdV—2h/azpdV+h2/pdV:Icm+Mh2,

donde hemos supuesto que el eje original correspondia a z = y = 0 y el
paralelo a x = h,y = 0.

Algunos ejemplos de calculos de momentos de inercia para distribuciones
de masa o cuerpos sélidos de densidad p constante:

= una mancuerna:
tenemos dos masas idénticas de masa m unidas por una varilla sin
masa de longitud /. El momento de inercia con respecto a un eje per-
pendicular a la varilla estd dado por

1
I=Y pridV =m(/2)* +m(¢/2)* = §m€2.

= una esfera:
una esfera de radio R y masa M con densidad uniforme. El momento
de inercia con respecto a un eje que pasa por su centro calculado en
coordenadas esféricas,

I = 2dV—Rﬂ2ﬂ2'29 M % sin Odrdod
= TJ_/O = 0 0 0 T S1n m T Sln T ®,
M R 4 ™ 3 27 2 9
<47TR3/3)/0 r dr/o sin® 0dO A dy : R

= un cilindro sélido:
de radio R y altura h, con respecto a su eje axial, calculando en coor-
denadas cilindricas,

I 2 0dV e hR’2 M R'dR'dpd
= [rtoav= [T [T [T () artagas,

1
I = §MR2. (indep de h?)
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Momento angular y torca

Para una particula puntual de masa m se define el momento angular
como
L=7x7p. (1.38)

Para un conjunto de particulas el momento lineal total es la suma de los
momentos individuales

L=3"0 — Y mfix (@ x ) =13 (1.39)
7 7

donde la flecha indica que la expresion L=1I& se aplica a un cuerpo sélido,
en el cual & es la misma para todas las particulas. En este caso el momento
angular adquiere una expresién andloga a la del momento lineal, p'= mu.
Para modificar el momento angular es necesario que una fuerza F aplique
una torca 7, definida como
F=7xF

dando lugar a la versién rotacional de la segunda ley de Newton,

i
7= —. 1.40
= (1.40)
En ausencia de torcas externas el momento angular total es un cantidad fija,

incluso si el sistema no es un cuerpo rigido.

1.6. Gravitacion

Resnick §14.

1.6.1. Ley de la gravitacién universal
Enunciado

La fuerza gravitacional consiste en la atraccién de dos objetos debido a
sus masas, siendo proporcional a ellas e inversamente proporcional al cua-

drado de las distancias,

= Gmima
con

G =6.674x 10 %g tem?s™2 = 6.674 x 10~ kg~ 'm3s 2
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la constante universal de la gravitacién. El signo — indica una fuerza de
atraccion. Esta fuerza es conservativa y se deriva del potencial

Gm1m2

¢=— (1.42)

r
El principio de superposiciéon

El principio de superposicion dice que la fuerza gravitacional producida
por dos masas (1,2) sobre una tercera (3) es la suma de las fuerzas individua-
les 1423 = F, 1,3 +ﬁ273. De ahi que sea posible calcular el campo gravitacional
producido por una distribucién arbitraria de masa. En particular, el campo
de una distribucion esféricamente simétrica de masa total M es equivalente
al de un masa puntual M situada en el centro de la distribucion.

Relacién con la aceleracion de la gravedad

Cerca de la Tierra, a una distancia z < Rg de la superficie,

_ GMgm GMgm S
Fe_ ~_ _ 1.43
(Ra + 2)2 Rz (1.43)

de donde § = (GMg/ Ré) 7. Hay correcciones al valor de g debidas a que la
Tierra no es perfectamente esférica, su distribucién de masa no es uniforme
y el efecto de la fuerza centrifuga! debida a la rotacién de la Tierra.

1.6.2. Energia gravitacional y velocidad de escape

Supongamos que un objeto de masa m es lanzado radialmente con velo-
cidad v desde un distancia r de una masa M. Siendo la interaccién gravita-
cional conservativa, la energia mecanica de m

1 5 GMm

Ezimv - (1.44)

se conserva. E tiene una contribucién positiva (la energia cinética) y una
negativa (la potencial) de manera que podemos tener F < 0, E > 0y el caso
limite £ = 0. Si E < 0 podemos despejar la velocidad de (1.44), obteniendo

r m

. \/2GM  2(-E)

Lvista desde un marco de referencia no inercial situado en el suelo.
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Semimajor axis (AU)

01

Period (yr)

Figura 1.2: Izquierda: segunda ley de Kepler. Los puntos en la elipse repre-
sentan posiciones separadas por un intervalo de tiempo fijo. Derecha: tercera
ley de Kepler para los planetas del Sol. Figuras del libro de Carroll-Ostlie.

Dado el comportamiento de la funcién 1/r, si E < 0 tenemos que el término
dentro de la raiz es positivo para r — 0 pero se anula para un valor finito de
r, concretamente rg = GMm/(—FE). Esto indica que la masa m no puede
alejarse mas alla de rg, donde su velocidad radial es nula, siendo el sistema de
las dos masas gravitacionalmente ligado. Si £ > 0 la masa m puede alejarse
hasta r — oo. El caso E = 0 define la velocidad necesaria para escapar de
la masa M desde una distancia r, o velocidad de escape

2GM
Vese = ey (1.45)

Como ejemplo, si M = Mg = 5.972 x 10*" g, r = Rg = 6378 km obtenemos

la velocidad de escape de la Tierra, vese,q ~ 11.2km s7L.

1.6.3. Leyes de Kepler
Enunciado de las leyes

La fuerza de gravedad gobierna el movimiento de los astros, en particular
de los planetas. En el siglo XVI Copérnico propuso que los planetas giraban
alrededor del Sol, ofreciendo una explicacién cualitativa de los movimientos
retrégrados de los planetas. A finales del siglo XVI Tycho Brahe dedicé bue-
na parte de su vida a medir las posiciones de los planetas alcanzando una
precisién de 4 minutos de arco. Con esos datos, Kepler intenté varios mo-
delos heliocéntricos, como érbitas circulares con centros desplazados, hasta
llegar a las siguientes leyes que gobiernan el movimiento planetario (Fig. 1):
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1. Primera ley de Kepler: las érbitas de los planetas son elipses con el
Sol en uno de los focos.

2. Segunda ley de Kepler: el vector que une al planeta con el Sol barren
areas iguales en tiempos iguales.

3. Tercera ley de Kepler: P? = a3, siendo P el periodo en afos y a la
distancia media al Sol en unidades astrondmicas.

Como se muestra en §1.6.4, estas leyes son consecuencia directa de las leyes
de Newton. Podemos hacer algunas anotaciones con respecto a estas leyes.

Orbitas elipticas

La primera anotacion se refiere a la diferencia entre un elipse referida a
su centro o a uno de sus focos. La elipse se define como el lugar geométrico
de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos (los focos) es igual a

constante,
1/2

(@ =)+ Yy @+ +4?] 7 =2a,

que resulta en la ecuaciéon canodnica de una elipse,

2 2 2) 42
x Yy (1—-e2)a
- +15) =1 & r=4|—5—F—,
(a) (b) 1—e2cos?p
donde los focos estan situados en {x = +e¢,y = 0} y la excentricidad es
e = c¢/a = va® —b?/a; a representa al semieje mayor y b al semieje menor
(suponiendo a > b). El lado derecho indica la expresién correspondiente a

r(p) en coordenadas polares. Referido a uno de los focos, digamos z = +c¢ =
ea, la ecuacion de la elipse se obtiene de

1/2

[(:17 —2¢)? + yz} 2 + [m2 + yﬂ = 2a,

la cual en coordenadas polares resulta en,

. a(l —e?)

= . 1.4
1—ecosyp (1.46)

Areas barridas

Supongamos dos vectores 7] y 7 siendo Ar = 75 — 71, segun se ilustra
en la figura 1.3. Se puede ver que el drea del tridngulo que enmarcan estos
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Figura 1.3: El area del triangulo definido por dos vectores es la mitad del
drea del rectdngulo, dada a su vez por | X Ta|.

vectores viene siendo la mitad de la del rectdngulo de lados |7 |sina y |72,
siendo « el angulo entre los vectores. En otras palabras

..., . 1, . -
A:§\TQH7’1]51na:§] 1 X Ta| = =|F X AF],
de donde se desprende
dA 1., df L
T Ipw = 1.4
at 2 dt T om (1.47)

donde L = 7 x ' es el momento angular.

1.6.4. Problemas de dos cuerpos, campo central y de Kepler

= El problema de dos cuerpos se refiere a la interaccién de dos masas
puntuales a través de una fuerza mutua F = —VU.

» El problema de una fuerza central es aquel donde F = F (r).

= En el caso especifico de la interaccién gravitacional se habla del pro-
blema de Kepler.

Problema de dos cuerpos

El problema de dos cuerpos se simplifica cambiando de las coordenadas
de ambas masas {7}, 7} a la del centro de masa y distancia relativa {7, 7},
usando las relaciones (1.31)
1

1 oL 1 1 . .
By = §m1v% + §m2v§ +U(7,7) = §Mvgm + §mv2 + U(Tem, T), (1.48)
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con m = mymsa/(mi + ms), la masa reducida. Si U es solamente funcién de
7, y no de Ty, es decir U(7ey, ) = U(F), la fuerza resultante corresponde
a una interaccién la mutua entre las dos particulas, sin fuerzas externas al
sistema. En consecuencia ﬁem = 0 y el centro de masa tiene movimiento
rectilineo uniforme, siendo Mwv?, /2 una constante. La energia total puede
escribirse como E = E.,, + E;,+ donde

1 1
Eem = §Mfugm =cte, Eiy = imfu2 + U(7) = cte, (1.49)
siendo el valor de Ej,; el que determina si el sistema es libre (Ej,; > 0) o
ligado (Fin < 0).

Otra cantidad fisica que amerita consideracién es el momento angular.
FEn el problema de dos cuerpos tenemos

L=Li+ Ly = miri X U1+ maray X s,
= M7 X U + M7 X U= Lo, + Lipgp - (1.50)

FEn el problema general de dos cuerpos el momento angular asociado al centro
de masa es constante al tener éste un movimiento rectilineo uniforme.

Potencial central

El problema del potencial central es el caso particular del problema de
dos cuerpos en el que el potencial U dependiente solamente de la distancia
r = |fo—71|, es decir U(7) = U(r). Podemos concentrarnos en la componente
interna de la energia,

1
Eint = Eor — §M vfm

En el caso del potencial central ademéas de que E;,; es constante, la fuerza
puramente radial F=F (r) resulta en una torca nula, 7 = 7 X F = 0,y la
conservacion del momento angular relativo, dﬁrel Jdt =0 = Eml = cte. La
fuerza radial implica @ || 7. Por tanto la acelaracion @ estd en el plano definido
por ¥y ¥. Si estos tres vectores estdn en el mismo plano en un instante
dado, es claro que permaneceran en €l indefinidamente. En conclusion, el
movimiento bajo un potencial central se restringe a un plano.

Dado que tenemos caracterizado el centro de masa, podemos dejarlo
de lado en el andlisis del movimiento relativo situdndonos en un marco de
referencial (inercial) en el cual Uem = 0 (0 mejor aln, 7y, (t) = 0), en cuyo
caso Fiyyy = Eior v Lmt = Lrel Nombraremos a estas variables E y E que
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escritas en coordenadas esféricas (1.11), adquieren las expresiones

E = %mi"2 + %mr29b2 sin? @ + %mr292 +U(r), (1.51)
(= —mr*psin®f+mr2f¢. (1.52)
Sabiendo que el movimiento se da en un plano, fijamos 6 = 7/2, de donde
E= %m (72472 + U(r), = —mr3b. (1.53)
Nétese quesif = 7/ 2_’105 vectores 2 y 6 son antiparalelos, 6 = —é, explicando

el signo negativo en ¢ para una rotacién con ¢ > 0, alrededor de Z.

Comparando con ec. (1.47) vemos que la conservacién del momento angu-
lar se traduece en la segunda ley de Kepler, la cual se cumple para cualquier
potencial central.

Problema de Kepler

En el caso del problema de Kepler se busca la solucién de (1.53) para
U = —GMm/r. Es importante considerar que hemos reducido notablemente
el problema: (i) de seis variables, (7, 72), a tres cambiando a las coordenadas
de centro de masa y relativa, y mostrando que el centro de masa tiene un
movimiento relativo uniforme; (ii) posteriormente reducimos de tres a dos
dimensiones mostrando que el momento angular es constante, por lo que el
movimiento se da en un plano y fijamos 6 = 7/2. Nos faltan dos variables,
(r(t),(t)), las cuales debe ser posible encontrar con las dos relaciones fun-
damentales que tenemos: las conservaciones de energia y momento angular,

9.2 GMm

1 1
E = 5m7'"2 + gmrYt = ——, {=mr’p. (1.54)

Antes de encontrar las soluciones en funcién del tiempo se puede mostrar
dan lugar a las leyes de Kepler. Antes de eso podemos estudiar el movimiento
radial, eliminando ¢ de la ecuacion de energia,

1 0 GMm

E = —mi? -
2" +2mr2 r

(1.55)

que viene siendo un problema en una dimensién con un potencial efectivo,

2 GMm

omr? r

Ue(r)

9

graficado en la Figura 1.4. Este potencial tiene un minimo en roy = ¢2/GMm?,
donde U, = —(GM)?/2(¢/m)? = —GM /2rg. A partir de este punto y de la
forma del potencial, U, — 0 para r — oo, podemos definir tres regimenes:
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U.(r)

Figura 1.4: Potencial efecti-
vo para el problema de dos
-05 cuerpos, en unidades arbi-
trarias. Las lineas puntea-
[ O N R SR das indican el potencial Ke-

0 2 ;L 6 8 pleriano y la contribucién
angular.
1. La solucién con E = —GM/2r( tiene 7 = 0 y por tanto corresponde
a una Orbita circular, siendo esta la configuracion de menor energia
mecanica.

2. Sila energia es superior a Ey pero negativa, Fy < E < 0, r estd acotada
entre las dos soluciones de E = U,(r); el resultado es que el movimiento
estd acotado por dos ciculos, Tmin < 7 < Tmaz-

3. Si E > 0 entonces solo existe una cota interna y la distancia entre las
dos particulas puede hacerse infinita. El movimiento solo estd acotado
interiormente.

Veamos estos casos con mas detalle.

Orbita circular
Si 7 = 0 y denotamos con « el radio de la érbita, tenemos

e:E/m:—i—]C\f, A={4/m=VGMa,

de donde podemos calcular la velocidad angular,

[GM [ a3
— 42 — _ = —_—
A=a'w = w= 3 T =2m G

23



Esta relacién corresponde con la tercera ley de Kepler, para el caso particular
de oOrbitas circulares, que son a su vez un caso particular de érbitas elipticas.

Orbita eliptica

Podemos mostrar que una elipse es una trayectoria viable reemplazando
el tiempo mediante dt = (mr?/f)dp = r’dp/\,

1, X GM >\2<
E==r"+—-— =

A2 dr)2 N GM
2 2r2 ro 2t

— — 1.56
dp 2r2 r (1.56)

para obtener la ecuacién de una elipse referida a uno de sus focos (ec. 1.46)
recordando que € < 0. La integracién no es directa y procederemos mejor a
reemplazar () en (1.56), obteniendo las condiciones

M
A=4/GMa(l —¢€?), e:—G;—a. (1.57)

Estas pueden invertirse para encontrar el semieje mayor a y la eccentricidad
e, dadas la energia y momento angular. Las orbitas elipticas son soluciones
al problema de Kepler, corroborando la primera ley.

Orbitas parabdlica e hiperbdlica

La ecuacién de la hipérbola, referida al foco interior, es

ae? —1)

r(e) = ecosp+ 1’

con r definida positiva para cos > —1/e. Si reemplazamos en la ecuacién
de energia (1.56), obtenemos basicamente las mismas relaciones que en el
caso eliptico

A=/GMa(e? - 1), e=GM/2a.
Al substituir la pardbola de distancia focal p referida al foco

p

r =
1—cose’

se obtiene A = \/GMp, ¢ = 0.

Si bien la primera ley de Kepler se refiere a orbitas elipticas, las leyes
de Newton también permiten érbitas parabdlicas (E = 0) e hiperbdlicas
(E > 0). Estas se observan en cometas no periédicos.
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A partir de la ecuacién de la érbita y la conservaciéon del momento an-
gular es posible demostrar la tercera ley de Kepler, mediante la integral

T 1 o a3(1—e2)3]"? yor dg
/0 dt A /0 r(e)de [ GM 0o (1—ecosp)?

En particular para una érbita circular e = 0, de donde

72 _ 4m2a®
- GM

(1.58)

El coeficiente de proporcionalidad en la tercera ley de Kepler es la masa
total del sistema. En el caso del sistema solar (o de las lunas de Jupiter) la
masa del Sol es el término dominante .

Soluciones temporales al problema de Kepler

Una caracteristica de la solucion del problema de dos cuerpos es que no
hay una expresion analitica para r(t) y 6(t). La forma mas directa de la solu-
cién en funcion del tiempo es a través de la eccentricidad anémala 1, la cual
relaciona 7 y 6 con t. Para drbitas elipticas las relaciones correspondientes
son

wt =1 —esiny, r=a(l—ecosy) tan<g>:\/EtaH<%)a

(1.59)

siendo w = 27/T = \/GM/a? la frecuencia angular.

1.6.5. Parametros orbitales

La solucién presentada para el problema de dos cuerpos define las érbi-
tas elipticas con dos pardmetros, el semieje mayor a y la eccentricidad, e,
presuponiendo que el plano de movimiento es el plano zy y que el periastro,
punto minimo de r, se da en ¢ = 7. Un tercer pardmetro es la frecuencia
angular, w = \/GM/a?, o el periodo que aqui denotaremos con P. Esta es
una simplificacién ya que se requieren 6 parametros para especificar com-
pletamente una dérbita orientada arbitrariamente en el cielo. Los parametros
empleados normalmente son: (i) el semieje mayor, a; (ii) la eccentricidad,
e; (iii) la frecuencia angular w, o el periodo, P; (iv) la inclinacién, i; (v) la
longitud del nodo ascendente, ©2; (vi) la época de paso por el periastro, tg.
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Sistema solar

Para una guia de céomo calcular las posiciones de los planetas vease la
pagina www.davidcolarusso.com/astro/

Una referencia més completa, que considera las interacciones entre pla-
netas estd en http://ssd.jpl.nasa.gov/?planets

Plutéon-Caronte

Desde su descubrimiento en 1930 hasta finales de los 1970s no se sabia
practicamente nada de Plutén. En 1979 se descubrié Caronte, una luna de
tamano apreciable. El descubrimiento de Caronte se dié en un momento muy
oportuno, pocos anos antes de una serie de eclipses mutuos entre Plutén y
Caronte que ocurrieron entre 1985 y 1990. El estudio del movimiento de
este sistema doble y de los eclipses permitieron determinar con precision las
masas y dimensiones de ambos objetos, siendo la de Plutén 2.1 x 1073 M.
Este es uno de los mejores ejemplos de como el problema de dos cuerpos
permiti6 elucidar la naturaleza de un cuerpo celeste.
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Capitulo 2

Termodinamica y mecanica
estadistica

Resnick §19 a 21; Garcia Colin §1.

2.1. Definiciones

Sistema termodinamico

porcion del universo fisico bajo estudio. Al ser una porcién del universe
es necesario incorporar el concepto de frontera, definida como el me-
canismo que lo separa del resto del universo. La frontera puede estar
constituida por las paredes de un contenedor o la superficie exterior

del sistema.

Alrededores

parte del universo que interacciona con el sistema termodindmico. Ge-
neralmente se considera que los alrededores tienen dimensiones mucho
mayores que las del sistema. Tambin es necesario especificar la na-
turaleza de la frontera, o en otras palabras definir el método como
interactdan el sistema y sus alrededores, como podrian ser paredes
aislantes (sin interaccién alguna), adiabéticas (impiden intercambio
de calor), diatérmicas (no adiabaticas), permeables (permiten inter-

cambio de particulas), impermeables, etc....

Equilibrio termodinamico

Necesitamos asociar a un sistema un conjunto de atributos macroscopi-
cos medibles experimentales y a los cuales podemos asignar valores
numéricos, como son la presién (p), el volumen (V), la tensién (7), el
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2.2,

campo magnético (H), etc... Estos atributos se denominan variables
termodindmicas.

Un sistema se encuentra en estado de equilibrio termodinamico si las
variables que describen a este estado tienen valores numéricos que no
varian con el tiempo. La termodindmica clésica trata solamente siste-
mas en estado de equilibrio. La relacién entre sistemas termodinamicos
y sus alrededores idealmente se da en condiciones, que pueden ser dis-
tintas, de equilibrio termodindmico.

Estado termodinamico

Existe un subconjunto de las variables termodinamicas de las cuales
pueden determinarse las demds variables. A las variables que forman
este subconjunto se les denomina grados de libertad y un estado ter-
modindmico queda definido por los valores numéricos de estos. Las
variables termodinamicas cuyo valor depende del estado del sistema
se denominan variables de estado. El ejemplo més comun es el uso de
presion y volumen para caracterizar el estado de un gas de una sola
especie.

Las variables termodindmicas pueden distinguirse como intensivas, que
son augellas independientes del tamano del sistema (por ejemplo la
presion), y eztensivas, aquellas que si dependen del tamano del sistema
(como por ejemplo el volumen, o la carga eléctrica).

Procesos termodinamicos

La termodindmica busca establecer relaciones entre las variables de un
sistema bajo cambios de estado, concretamente estados de equilibrio.
Un proceso es el mecanismo mediante se da un cambio de estado. Si se
visualiza el espacion de grados de libertad, un proceso puede ser una
trayectoria entre dos puntos de este espacio, los cuales representan
dos estados termodindmicos. Decimos que un proceso es cuasi-estdatico
cuando es posible representar la transicién entre estados mediante una
trayectoria; frecuentemente la transiciéon no se da como una sucesion
de estados de equilibrio y no es posible representar el proceso mediante
una trayectoria en el espacio de variables. En ese caso el proceso es no
cuasi estdatico o irreversible.

Ley cero de la termodinamica: temperatura

Supondremos el principio de que un sistema aislado de sus alrededores
alcanza el equilibrio termodinamico después de cierto tiempo. Si ponemos
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dos sistemas A y B, representados por variables {X4,Y4} v {Xp,Yp} res-
pectivamente, en contacto entre ellos, el nuevo sistema A + B alcanzara un
estado de equilibrio termodinamico. Dependiendo de las condiciones, este
estado se dard con o sin variaciones de las variables {X 4,Y4, Xp, Y5} Deci-
mos que A y B estan en equilibrio mituo si al separarlos sus propiedades no
varian con el tiempo. Si consideramos un tercer sistema C', tendremos que
se cumple el siguiente enunciado,

Ley cero de la termodindmica: si un objeto A estd en equilibrio
termodindamico con B y B estd en equilibrio con C' entonces A y
C estan en equilibrio termodindmico.

Experimentalmente se tiene que al tener A y B en equilibrio se requieren
tres de las cuatro variables {X 4, Y4, Xp, Y5} para caracterizar un estado de
equilibrio del sistema A + B. Esta observacién implica la existencia de una
relacién de tipo

f(XA,YA,XB,YB) =0, (2.1)

representando el equilibrio entre A y B, la cual puede escribirse como

¢A(XA,YA) :QSB(XBaYB) = 0. (2.2)

El valor numérico de 6 define el estado de equilibrio mituo entre A y B,
generalizable al equilibrio con cualquier otro sistema C. Este valor se le
designa temperatura empirica y la ecuacién

se denomina ecuacién de estado. La ecuacién ¢(X,Y) = constante define
una curva isotérmica en el espacio de variables.

2.2.1. Escalas de temperatura

La mediciéon practica de la temperatura se hace mediante un sistema
en el se pueden fijar los grado de libertad Y con la excepcién de uno, X,
el cual funciona como propiedad termométrica, determinando el valor de la
temperatura mediante

derivada de la ecuacién de estado del sistema. Este sistema entra en equili-
brio termodinamico con otros sistemas para determinar sus temperaturas.
Existen distintas escalas de temperatura, definidas estableciendo propie-
dades termométricas de dos estados determinados de sistemas de comporta-
miento conocido. La escala de grados centigrados tiene su origen (7' = 0) en
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el punto triple del agua y T" = 100 °C en el punto de ebullicién. La escala fa-
renheit fue disenada originalmente para medir 7' = 100 °F en la temperatura
del cuerpo humano. Finalmente, la escala kelvin es la de mayor significado
fisico al tomar como referencia el cero absoluto, definido en la tercera ley de
la termodinamica.

2.3. Ecuacién de estado y gas ideal

La ecuacion de estado (2.2) puede escribirse también como

una determinacién de la temperatura dados los valores de las variables ter-
modinamicas independientes. Si tenemos n grados de libertad la ecuacién
de estado toma la forma 6 = f(Xq,...,X,). Aunque en principio f es una
funcién dependiente de la estructura microscépica detallada del sistema, 6 es
una variable macroscopica determinable midiendo cantidades macroscépicas
solamente.

En el caso de los gases, podemos emplear como variables de estado la
presion, p, y el volumen V. Empicamente se ha establecido que, independien-
temente de su naturaleza y temperatura, a presiones bajas los gases tienden
a swguir una relacion universal de la forma

lim pv* = R,
p—0

donde v* = N/LN es el volumen molar del gas, definido como el volumen
A

del gas divido por el niimero de moles' que lo forman, siendo el nimero
de moles el cociente entre el nimero de particulas del gas, N, y el nimero
de Avogadro, Ny ~ 6.022 x 10%%. R ~ 8.3149J mol~! K~ es la constante de
los gases. A partir de esta relacién definimos un gas ideal como aquél que
cumple la relacion

pv* =RAE. (2.5)

La ecuacién de estado del gas ideal puede expresarse de varias formas equi-
valentes,
pV =vRO < pV = NkO < p=nkl (2.6)

donde v es el nimero de moles del gas, N es el nimero total de particulas,
n = N/V es su densidad volumétrica y k = 1.38065 x 10”0 erg K~! es la
constante de Boltzmann. Se desprende la relacién k = R/N4.

Ipor definicién una mol de 2C tiene una masa de 12 gramos.
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2.4. Primera ley de la termodinamica: calor y energia

2.4.1. Trabajo termodinamico

La energia interna de un sistema termodindmico puede alterarse al reali-
zar sobre él un trabajo mecanico, W. En un sistema mecéanico la energia total
del mismo es constante bajo fuerzas conservativos, FEpee = Fein + Epot =
constante, 0 AFE,,.. = 0. Si el sistema estd bajo la influencia de fuerzas no
conservativas, como son las fuerzas de friccién, la energia mecanica cambia
de acuerdo a AFE,,.. = W, siendo

W= /ﬁ-df, 2.7)

el trabajo realizado por la fuerza no conservativa. En términos diferenciales
escribimos @W en vez de dW para denotar que el trabajo realizado no de-
pende de los estados inicial y final, sino de la trayectoria de integraciéon. En
la generalizacién termodinamica el dW indica que el trabajo realizado no
depende de los estados inicial y final sino del tipo de proceso (cuasi estatico
0 1o cuasi estético).

El trabajo mecanico puede generalizarse a distintos tipos de trabajo
termodinamico capaces de alterar la energia total del sistema:

Trabajo mecanico
Si consideramos un sistema que ocupa un volumen V el cual es modi-
ficado en dV al ejercer sobre él una presiéon p podemos ver que

aw =" F - df; = pdA; - dF; = pdV

siendo dr; el desplazamiento diferencial de un elemento de drea dA en
su frontera de normal n; L dr;. Bajo la convencién de que el trabajo
es positivo cuando es realizado sobre el sistema, por ejemplo al com-
primirlo (dV > 0) se redefine el trabajo mecanico como @dW = —pdV .

Trabajo eléctrico
Un campo eléctrico € realiza trabajo sobre un dipolo eléctrico p al
modificarlo de acuerdo a

aw =& - dp.

Trabajo magnético
Un campo magnético H realiza trabajo sobre un dipolo magnético m
al modificarlo de acuerdo a

aw =H - dm.
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Trabajo quimico

En un sistema con distintos tipos de particulas es posible tener re-
acciones que involucren la desaparicién de una especie a beneficio de
otra. El trabajo requerido para incrementar en dn; el nimero de moles
(o particulas) de la especie i-ésima estd dado por

donde p; es el potencial quimico de la especie.

Todas las formas de trabajo involucran relaciones de tipo dW = X;dY;,
siendo X, Y; variables termodinamicas. Las variables X;,Y; que intervienen
en una misma expresién, como por ejemplo p y V, son variables conjugadas.

2.4.2. Enunciado de la primera ley

En un sistema aislado con paredes adiabaticas tenemos que el trabajo
realizado para modificar su estado no depende del proceso y sélo de los
estados inicial y final. Identificamos este trabajo con un cambio en una
variable de estado llamada energia interna, U, de forma que AU = W,4. El
cumplimiento de esta relacion establece la existencia de la energia interna
como una variable de estado.

En general los procesos no seran adiabaticos, AU — W # 0. La conser-
vacién de la energia requiere que la diferencia se manifieste en otra forma
de energia, que viene siendo el calor definido por AU —-W =Q =W 4 —W.
De donde se enuncia la primera ley de la termodindmica como la extensién
del principio de conservacion de energia a sistemas térmodinamicos.

El incremento en la energia de un sistema es igual a la cantidad
de energia anadida calentando el sistema mds el trabajo mecdnico
que se realiza sobre el.

Si U es la energia interna U de un sistema la primera ley se expresa como
AU =Q+ W, (2.8)

donde @ es el calor transferido y W es el trabajo realizado sobre el sistema.
La version diferencial de la primera ley se escribe como

AU = dQ + aw , (2.9)

explicitando que ni W ni @ son variables de estado.
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La transferencia de energia en forma de calor se manifiesta en un cambio
en la temperatura,

dQ = CdrT,

siendo C' la capacidad calorifica del sistema. El calor especifico ¢ es la ca-
pacidad calorifica por unidad de masa, Q = mcAT. El efecto neto de una
transferencia de calor es aumentar la temperatura. Se distinguen dos tipos
de calores especificos, relacionados a procesos que mantienen el volumen
constante (Cy) y procesos que se hacen bajo presién constante (Cp),

_ (@ _ (%@
Cy = (ﬁ)v, Cp = <dT>p. (2.10)

A partir de estos calores especificos se define el indice adiabatico,
Y= Cp / CV .

El "tache” en la diferencial de calor indica que @@ no es una diferencial exac-
ta, siendo el valor de () dependiente no solo de los estados iniciales y finales,
sino también de la trayectoria entre ellos (o de los estados intermedios). Por
tanto el calor no es una variable de estado.

2.4.3. Algunos procesos termodinamicos para un gas ideal

Resnick §19.10
Trabajo realizado por un gas en un proceso...

= isobdrico: a presién constante,

= isocérico: a volumen constante,

= isotérmico: a temperatura constante,
= adiabatico: sin intercambio de calor,

= isentdlpico: a entalpia constante.

2.5. Teoria cinética de gases ideales

La teoria cinética representa el modelado estadistico de un gas ideal
como un conjunto de N particulas libres. La energia de cada particula es su
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energia cinética e = mv?/2 y la energfa interna del gas viene siendo la suma
de las energias internas individuales,

al Y1 1
U= Zej = Z imjfujz- = N<§mv2> . (2.11)

2.5.1. Presion de un gas ideal

Consideramos las colisiones en las paredes de un recipiente que contiene
a un gas ideal para obtener P = (1/3)N < mv? >. Se deduce para un gas
ideal U = (3/2)Nk y E = (3/2)PV.

2.5.2. Distribucién de velocidades y energias

Las particulas interaccionan mediante colisiones elasticas, que conservan
la energia del gas pero dan lugar a intercambios de energias entre particulas,
las cuales pueden tener distinas velocidades. La isotropia implica que las tres
coordenadas de velocidad se comportan de la misma manera, cumpliendo

(vz) = (vy) = (vz) = 0.
La isotropia también implica
kT
2\ _ /. 2\ _ /. 2\ _
() = () = () = o
Dado que cada componente no tiene mayor restricciéon que el valor de su

promedio y desviacién estandar (vp = \/kT/m), de acuerdo al teorema del
limite central su distribucién tiende a una normal, o gaussiana,

1 1 /v \2)| dv;
flede = E“p{‘i () }—
con i = {z,y, z}. Juntando las tres componentes se obtiene
f(vg, vy, v;) dvgdvydv, = (27Tk:T/m)_3/2 e_mUQ/%Tdvmdvydvz ,
y de ahi la distribucién de velocidades de Maxwell-Boltzmann,
f)dv = (2xkT/m) =3/ e~ 12T g2y (2.12)

aprovechando nuevamente la isotropia en dv,dvydv, = Amv?dv.
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2.6. Entropia: segunda y tercera leyes de la ter-
modinamica

2.6.1. Entropia y segunda ley

El calor no es una diferencial exacta, pero puede separarse en dos térmi-
nos que permiten definir una funcién con diferencial exacta, la entropia S

mediante la relacién,
FaQ
AS= | —= 2.1
s= [ == (213)

donde Q),, indica que el calculo de AS se hace yendo del estado inicial ¢ al
final f empleando un proceso reversible (adiabatico). A diferencia del calor,
el cambio en la entropfa depende solamente de los estados inicial y final y
no de los detalles del proceso que lleva de uno al otro: S es una variable
de estado (extensiva). En general un proceso no es adiabético y se puede
mostrar que

/f dQ f dQT@U
. i T )

lo que nos lleva a la segunda ley de la termodindmica, la cual se puede
enunciar como

la entropia de un sistema cerrado nunca decrece,

o equivalentemente,

AS>0. (2.14)

A partir de la definicién en eq. (2.13) es posible calcular el cambio de
entropia de un gas ideal monoatémico en diferentes procesos:

= proceso adiabdtico: AS = 0.
= proceso isotérmico reversible: AS = Q/T.

= proceso isométrico reversible:

Fdu f,dr 3 Ty
AS / —/ U?—>§I/Rln <f>,

siendo v el numero de moles.

» isobdrico reversible:
T
AS = / ——> 2VR111 (%)
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» expansién libre (dU =0, dT = 0): AS = W/T = vRIn(Vy/V}).

FEn general para un gas ideal monoatémico tenemos

)

T
AS = C,In (Tf) +vRIn (%) —~ S= glenT—i—lenV—i—So.

Podemos mostrar que esto equivale a
3
S = §VR111 (PV7)+ Sy, con ~=5/3.

2.6.2. Tercera ley y el cero absoluto
Sin mayor explicacién enunciamos la tercera ley

La entropia de un sistema es nula en el cero absoluto, definido
como el estado de minima energia interna.

De manera equivalente la tercera ley define el limite de la entropia en el cero

absoluto,

S—0, para T —0. (2.15)

Esta ley es incompatible con la ecuacién de estado de un gas ideal, la cual
falla cerca del cero absoluto, que corresponde a T = 0 en la escala Kelvin.
Por otro lado la entropia y energia interna de un sistema tienen su valor
minimo en este punto. En la practica la mecanica cudntica evita que esta

energia minima sea cero.
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Capitulo 3

Electricidad y magnetismo

Resnick §22 a 34.

3.1. Carga eléctrica

La carga eléctrica es la propiedad que indica de manera cuantitativa la
tendencia de la materia a interactuar a través de fuerzas electrostaticas.

La carga tiene signo. Cargas de mismo signo se repelen; cargas de signo
opuesto se repelen.

La fuerza entre dos cargas, q1 vy ¢2 estd dada por la ley de Coulomb

o q1q1

siendo 7 el vector unitario que une a las cargas. Esta fuerza tiene la misma
forma funcional que la ley de la gravitacién, ecuacion 1.41.

Sistemas de unidades.

La carga estd cuantizada, siendo la carga minima la del electrén’.

La carga se conserva. Procesos como la creaciéon de materia,

Y+y—e+e,

solo se dan siguiendo este principio.

sin considerar a los quarks, que tienen cargas en miiltiplos de e/3, pero no pueden

aparecer aislados
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3.2. Campos eléctricos

El campo eléctrico se define como la fuerza por unidad de carga en un

punto,
E(F) = F/q. (3.2)

Es un campo vectorial, en el sentido de que se representa por un vector
definido para cada punto del espacio.

Lineas de campo eléctrico: representan al campo el cual es un vector tan-
gente a la linea en un punto dado del espacio (Resnick figs. 23-2 y siguientes).
Divergen en cargas positivas y convergen en cargas negativas.

Campos eléctricos importantes:

= el de una carga puntual

» el de un dipolo eléctrico (puntual). Un dipolo puntual se define a tender
a cero la separacion d entre las cargas y aumentar las cargas a infinito,
conservando p = ed constante.

= una linea de carga: simetria cilindrica.
= un disco cargado.

Efecto de un campo eléctrico en

= una carga,

= un dipolo.

Energia potencial de un dipolo eléctrico, definida a partir de energia de
la fuerza.

3.3. Ley de Gauss
Flujo de un campo eléctrico,
o= E-di
Ley de Gauss

?{E-dﬁzq/so.

Usando una simetria esférica alrededor de una carga puntual recupera-
mos la ley de Coulomb,
= 1
E=—219
47 €0 r2
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Casos con simetria esférica, cilindrica, plana.
(Ley de Gauss para dieléctricos).

3.4. Potencial eléctrico

Definido a partir de la energia potencial V = U/q.
Superficies equipotenciales: perpendiculares a lineas de campo.

V:—/E-dg.

Potencial de una carga puntual. Principio de superposicién,

4i
471'60 Z

Potenciales de un dipolo y distribucién continua de carga.

A 1 / f(r_‘/) d37"/
471'60 |r—f”|

Energia potencial asociada a una distribucién de carga.

3.5. Circuitos

Conductores, resistencias, capacitancias, ley de Ohm.

3.6. Campos magnéticos

Fuerza magnética
Fy, = q17 X B

Lineas de campo magnético.

Fuerza magnética en un alambre portador de corriente.
Dipolo magnético: momento, torca, energia, campo.
Campo debido a una corriente. ley de Biot-Savart

= Ho ids X 17
dB = — 3.3
dr 73 (33)
Casos del alambre infinito y del arco circular.
Ley de Ampere
741? - d5 = poi (3.4)
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3.7. Inducciéon de campos eléctricos y magnéticos

Ley de Faraday: fuerza electromotriz inducida por el cambio de flujo
magnético en una superficie abierta

ddp
£=~"a
Segunda versién
. ddp
E-d§=——=
° dt

Densidad de energfa del campo magnético u, = B2/ .

3.8. Ecuaciones de Maxwell

Ley de Gauss para campos magnéticos
@B:jéé-dazo, (3.5)

indica la falta de monopolos magnéticos.
Momento de un dipolo de espin, us = —eS /m, en multiplos de h/27.
Campos magnéticos inducidos.
Ley de Ampere-Maxwell, corriente de desplazamiento.
Ecuaciones de Maxwell: integrales, diferenciales.

3.9. Campos electromagnéticos

Resnick §34.
Solucién de Maxwell en el vacio. Velocidad de propagcién. Transporte de

energia, vector de Poynting. Presion de radiacién. Espectro electromagnéti-
co.

40



Capitulo 4

Mecanica Cuantica

Resnick §39 a 44.

4.1. Radiaciéon y el fotén

A finales del siglo XIX se conocian algunos problemas, relacionados con
la interaccién entre materia y radiacion, que finalmente evidenciaron la na-
turaleza cudntica de ambas.

4.1.1. Leyes de Kirchhoff

Describen cualitativamente la interaccion entre materia y radiacién:
1. Un gas tenue frio produce lineas de absorcién;

2. Un gas tenue caliente produce lineas de emision;

3. Un gas denso caliente produce un espectro continuo.

En los casos (1) y (2) las lineas son caracteristicas para cada elemento quimi-
co (o molécula) dado. Por ejemplo, el sodio: las lamparas de sodio de baja
presion emiten luz amarilla muy caracteristica que corresponde a una longi-
tud de onda de unos 5900A. Estas mismas lineas se observan en absorcién
en el espectro del Sol y otras estrellas. Las lamparas de sodio de alta presién
emiten luz no monocromética, en parte porque la mayor presién da lugar a
un mayor movimiento térmico (una distribucién de velocidades en equilibrio
- Maxwell-Boltzmann) y con ello se ensanchan las lineas; por otro lado a
mayor presién y densidad aparecen més lineas que ayudan a ir ”llenando el
continuo”.
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4.1.2. Espectro de cuerpo negro e hipétesis de Planck

Un cuerpo negro es un objeto que absorbe toda la radiacién que incide
sobre él. Se trata de concepto idealizado, como la masa puntual o el gas
ideal: en la practica los dtomos y moléculas absorben radiacion de manera
selectiva. Sin embargo, en ciertas condiciones la materia puede comportarse
como un cuerpo negro. Un cuerpo negro es también un emisor de radiacién
y su espectro corresponde a un equilibrio termodindmico entre la radiaciéon
y la materia. El espectro de emision, caracterizado por la intensidad de
la radiacién I, (en ergem2s71Hz lsr™!), estd plenamente definido por la
temperatura 7' de equilibrio segin la funcién de Planck, B, (T),

23/
I, =B,(T) = ehu/kiT/_l' (4.1)
La explicacién de esta forma funcional requirié el enunciado de Planck.

Historicamente Planck llegd a la expresion 4.1 de manera empirica, re-
conciliando la férmula de Rayleigh-Jeans, I, = 2v2kT/c?, vélida para bajas
frecuencias, con la de Wien, I, « v3e~?, vélida a altas frecuencias. Por
otro lado se conocia la expresion estadistica para la la densidad de energia
de radiacién en equilibrio termodindmico a una temperatura 7T,

47 dN, _
Uy = . B, = v 5
en ergcm 3Hz™!, siendo dN, /dV = 87v?/c3 la densidad de osciladores de
frecuencia v por unidad de frecuencia y volumen.

El espectro de cuerpo negro requiere el enunciado de Planck, £ = n hv,

con n un nimero entero.

4.1.3. Efecto fotoeléctrico

En el efecto fotoeléctrico luz incidente sobre un metal puede ser absorbida,
dando lugar a la emision de electrones. En el laboratorio la implementacion
se hace midiendo una corriente eléctrica o el voltaje requerido para suprimir
esta corriente. Se halla que la condicién para que se produzca la corriente es
hv > ¢, independientemente de la intensidad de la luz. El valor de ¢ depende
del metal en cuestién. Por otro lado, cuando se cumple esta condicion se
puede aplicar un voltaje para medir la energia cinética que pueden alcanzar
los electrones liberados, siendo esta

Ee=hv—¢. (4.2)
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Basandose en el enunciado de Planck, Einstein interpreto6 estos resultados
describiendo a la luz incidente como un conjunto de particulas (fotones) de
energia

E = hv, (4.3)

La relacion 4.3, junto con Av = ¢, permite definir las regiones del espec-
tro electromagnético, radio, infrarrojo, visible, ultravioleta, rayos X y rayos
gamma.

4.1.4. Efecto Compton y momento de un fotén

El efecto Compton consiste en la dispersién de radiacién de alta energia
por un electrén en reposo, la cual modifica la frecuencia de la radiacion.
Compton describié exitosamente el proceso como la colision elastica de un
fotén y un electrén. Para esta descricién se empla la conservacion de mo-
mento y energia con el momento lineal del fotén dado por

A FE
E = |pl=—

p= :
C

c
4.2. El atomo de Bohr

En la mecéanica clasica el atomo es un sistema inestable que radia su
energia casi instantaneamente. Bohr construyé el primer modelo que emplea
cuantizacion para convertir al &tomo en un sistema estable.

Borh parte de la solucién al potencial central con un potencial Coulom-
biano

4192
Ulr)=—,
(r) =L
donde para el 4&tomo de hidrégeno q; = +e,q2 = —e. En el caso de érbitas

circulares (7 = 0), y usando la conservacién de energia y momento angular

L2 e2

C2mr?2 r

)

la érbita de menor energia corresponde a un radio a tal que,

L? e?
a = —— s E = —— . 44
me2 2a (44)
Desde el siglo XIX era sabido que esta solucién cldsica presentaba un grave
problema. Las leyes de la electrodindmica, sintetizadas en las ecuaciones

de Maxwell, predicen que una carga acelerada pierde energia en forma de
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radiacién electromagnética. Esto haria al atomo inestable, ya que al radiar
energia el electron caeria en un tiempo extremadamente corto.

Bohr intuyé que la solucién a este problema seria restringir los estados
del atomo a un nimero discreto de posibilidades, con una condicién similar
al postulado de Planck, que seria congruente con la férmula empirica para
la ubicacién de las lineas del espectro del hidrégeno,

1 1
-1
Bohr impuso la condicién

L =nh, (4.6)

con n un numero entero, de donde 4.4 da la siguiente solucién al atomo de
hidrégeno,

no, met 1
an:@n N EHZ—WE, (47)
donde a,, = ajn?, siendo a; el llamado radio de Bohr. En este modelo

el atomo solo puede tener valores de energia dados por 4.7. Un cambio de
energia corresponde a un cambio del nimero cudntico n a otro valor, digamos
m, emitiendo o absorbiendo un fotén de energia

E, — m:hc/)\nma

reproduciendo exitosamente el espectro del &tomo de hidrégeno dado por la
férmula 4.5.

A pesar de reproducir las dimensiones y niveles de energia del hidrégeno,
el 4&tomo de Bohr es un modelo artificial, siendo la condicién 4.6 fisicamen-
te incorrecta. La descripcién correcta al atomo de hidrégeno se obtiene al
resolver la ecuacién de Schrodinger, que contiene el principio de conserva-
cién de energia, para un potencial Coulombiano. La solucién a esta ecuacién
impone restricciones a la energia y momento angular del &tomo, discretizan-
do sus valores. El estado de un atomo de hidrégeno se representa mediante
tres nimeros cudnticos (n, ¢, m) enteros, que se relacionan con la energia y
momento angular,

E = —|Ei|/n* L=\/t({+1)h, L,=mh,
con las restricciones n = 1,2,..., 0 < £ <n, —¢ < m < {. Asi, un valor de

n, el nimero cuantico principal, corresponde a un valor de la energia, para
el cual puede haber varios valores de momento angular.
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4.3. Formalismo de la mecanica cuantica

4.3.1. El formalismo Hamiltoniano de la mecanica clasica

El formalismo Hamiltoniano de la mecanica clasica describe el estado
de un sistema a través de coordenadas generalizadas, ¢;, y los momentos
respectivos, p;, definidos como

OFE,
04;
siendo E. la energia cinética. Asi, tomando como ejemplo el movimiento de
una particula descrito en coordenadas esféricas,

pi = (4.8)

1 1 1 .
E.= §m7‘2 + §mr2 sin? 0 + 5m7‘292, (4.9)
tenemos
OFE, .
pr = 8'0 =mr, p,= mr?sin® 0o,  pg = mr0. (4.10)
R

Mientras que a la coordenada lineal r le corresponde la componente radial del
momento lineal, a las coordenadas angulares les corresponden componentes
del momento angular.

A partir de estas definiciones se construye el Hamiltoniano, funcién de
coordenadas y momentos (y en principio del tiempo) dada por

H(qi,pi,t) = Ec(gi, pi) + U(gis t). (4.11)

El movimiento estd dado por la ecuaciones de Hamilton
. OH ) OH
o T Tag

Siguiendo esta receta, el movimiento de una particula en coordenadas esféri-
cas se rige por el Hamiltoniano dado por

(4.12)

2 2 2

Py pgo pg
H=2" 1 + +U(r,¢,0),
2m  2mr2sin?26  2mr? (r,0)

v las ecuaciones de Hamilton quedan como

p=trg=P0_ P

m’ mr?’ mr2sin?6’
N pi U . pieos® OU . AU
b= ssinze T mt o P07 un2snde o0e0 e oo’

Estas ecuaciones son equivalentes a las que se obtienen de las leyes de New-
ton. En el caso de un potencial central, obtenemos la conservacién del mo-
mento angular, L = —6 p,/sin 6 + ¢ py.
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4.3.2. Fundamentos y ecuacion de Schrodinger

La mecénica cudntica se basa en una serie de postulados, comenzando
por una descripcién distinta del estado de un sistema. En lugar de emplear
posiciones y velocidades para caracterizar un sistema,

1 - toda la informacién dindmica de un sistema estd contenida
en la funcion de onda, ¥(Z,t).

En particular, cuando se normaliza la norma de la funcién de onda, [¢|? = 1*4,
ésta indica la probablidad de encontrar una particula en un intervalo dado,

b
Pla<a<b)t) = / (1) [2de (4.13)

El estado de un sistema cambia al modificar la funcién de onda. La
descripcién adecuada de estos cambios cumple el segundo postulado:

2 - las variables fisicas, como la posicién, los momentos lineal y
angular, la energfa, etc. .., se representan mediante operadores®
que actuan sobre la funcién de onda.

En particular tenemos

xy(z) =x(x), Pxtp= —z’hg—f = Py =—ihVy. (4.14)

La accion del operador de posicién es trivial y en general no se requiere
indicar su carédcter de operador. El proceso de la medicion fisica se establece
en el tercer postulado

3 - La medicion del valor de una variable se hace de manera
estadistica, promediando sobre la norma de la funcién de onda,

(©0) = [ v Ouda,

suponiendo |1|? normalizada. Toda medicién conlleva una incertidumbre in-
herente a la naturaleza cuintica de la materia que se define estadisticamente,

Az =/ (22) — (2)?.

En particular la mecdnica cudntica restringe el conocimiento de cada coor-
denada y el momento correspondiente a AzAp, > h, el llamado principio
de incertidumbre de Heisenberg.

!denotados con negritas en lo que sigue
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La mecédnica cudntica sigue el formalismo Hamiltoniano en el cual la
descripcién mecanica se hace en términos de posiciones y momentos. Kl
postulado dindmico establece que

- la funcién de onda es la solucién de la ecuacion de Schrodinger,

o

donde el operador Hamiltoniano H estd dado por
Bl
2m

H=2_ 7 (4.16)

Si substituimos la expresién (4.14) para los operadores de coordenadas y
momentos podemos escribir

h2
2m

0
Vi 4+ U7ty = z’ha—zf. (4.17)
Dado un potencial U y condiciones iniciales, la solucién de (4.17) da la forma
de la funcion de onda 1, la cual es la descripcion cudntica del sistema.

4.3.3. Aplicaciones basicas

Hay una infinidad de aplicaciones de interés en mecédnica cudntica. Mos-
tramos algunas basicas con aplicaciones de interés.

Particula libre

Corresponde a un potencial nulo, U = 0. En una dimension la ecuacién
de Schrodinger es
R 0%y hw
Tomos2 T ot
Proponiendo una solucién de variables separables, ¥ (z,t) = ¢(x)T(t), las
funciones se separan de acuerdo a

¢ _
dx?

T
—k%¢, Z—t = —iwT, (4.18)

con la relacién entre constantes k? = 2mw/h. La soluciones son funciones

armoénicas
¢(3§,t) — Aei(km—wt) + Be—i(km—l—wt)’ (4‘19)
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que representan la superposicién de ondas viajando hacia la derecha, (kx — wt),
e izquierda, (kz 4+ wt). La velocidad de propagacién de la onda estd dada
por la velocidad de grupo, v = dw/dk = hk/m.

El problema principal de la solucién 4.19 es no ser normalizable, ya que

‘¢’2 — ‘A’2_’_’B‘2+A*Be—2ikx+AB*e+2ikx

no da un valor finito al integrarse de x = —oco a x = +00. Aln asi, podemos
calcular algunas variables fisicas y su incertidumbre integrando entre z = +a
y tomar el limite a — oo. Si consideramos el caso B = 0, obtenemos
h?k?

() =0, Ar=a/V3—o00, (p)=hk, Ap=0, (H)= p
El valor medio del Hamiltoniano es una medida de la energia del sistema;
los valores medios cumplen la relacién clasica £ =< H >=< p >% /2m.
Notamos que la posicién estd completamente indeterminada (Az — o0)
mientras que el momento esta determinado sin incertidumbre (Ap = 0).

La normalizacién de la funcion v se logra indeterminando el momento
mediante una funcién de peso A(k),

1 oo e
'¢(x,t)::-;z§;l/i A(k)eiBr =00 g

donde se debe cumplir w(k) = hk?/2m y la normalizacién de v se garantiza
si A(k) estd normalizada,

[ npar= [ g Par.

—00 —00

Estados estacionarios

La separacién de variables realizada en el problema anterior es inherente
a la ecuaciéon de Schrodinger, constituyendo las funciones ¢ los llamados
estados estacionarios. La separacion de variables se hace planteando

W(F,t) = ¢(F)e FHR, (4.20)

Si U no depende explicitamente de ¢ podemos eliminar la dependencia tem-
poral de la ecuacion de Schrodinger, la cual queda como

p2
——+U®]Mﬁ=Eﬂﬁ, (4.21)

Hop=F¢p =
2m
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identificando a (H) con la energia del sistema. Si el sistema estd en un estado
estacionario la energia se conserva. La versién estacionaria de la ecuacion de
Schrodinger se escribe como una ecuacion diferencial de valores propios,

h2
2m

V26 + U(F)p = Eo. (4.22)
Esta es la expresion méas comun para la ecuacién de Schrodinger.

Pozo de potencial

El pozo de potencial sirve como un primer ejemplo de la cuantizacién de
la energia. El potencial estd definido de la forma

400 para z <0,
U(z) = 0 para 0<z<a,
+o00 para a <z,

tenemos que ¢ = 0 fuera del pozo de ancho a. Dentro del pozo tenemos
¢($) — Aeikm + Be—ikx’

con k = v2mkE /h. Imponiendo ¢(0) = ¢(a) = 0 obtenemos

¢(z) = 2i Ay, sen(kpz), con k= "g’

siendo n entero. Esto a su vez impone una condicién de cuantizacion de

energia,
272
mh
E, = n2.
" <2ma2>

El problema tiene un nimero infinito numerable de soluciones las cuales
quedan especificadas por el valor de n, denominado el nimero cudntico.

Pared de potencial

La pared de potencial ilustra el fenémeno puramente cuantico de efecto
tunel, la posibilidad de pasar por un potencial a pesar de tener una energia
menor a la del mismo. La pared de potencial es de la forma

0 para x < —a/2 (1)
U@x)=< V para —a/2<z<+a/2 (II) ,
0 para x> +a/2 (I11)
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tenemos una soluciéon parecida a la anterior, con distintos valores de k de-
pendiendo de si la particula esta en la regién (I), (II) o (III). En la zona (I)
y (IIT) la funcién de onda es arménica con k = v2mE /h; en la zona (II) la
forma de la funciéon de onda depende del signo de E — V:

nsi -V >0:
la funcién de onda en (II) es arménica con k = /2m(E — V) /h. Los
coeficientes { A, B} deben asegurar la continuidad de ¢ en z = +a/2.

n si -V <O0:

la funcién de onda en (II) es una combinacién de exponenciales,
(ﬁ(]]) (x) = A2ea:c + B2e—a:c7

con o = /2m(V — E)/h. A pesar de tener una energia menor que la
de la pared, la particula puede estar en la regién (II) y atravesarla.

La fusién nuclear en el centro de las estrellas ocurre a temperaturas mas
bajas de las necesarias para sobrepasar la repulsién Coulombiana gracias al
efecto tunel.

Oscilador arménico - en una dimensién

La importancia del oscilador armoénico radica en que cualquier poten-
cial continuo es aproximadamente cuadratico alrededor de un minimo. La
expansion

Ulx) = Ulzo) + (%)0 (& — o) + % (W) (x—a0) + ...
0

se vuelve cuadrética si dU/dx = 0. Haciendo un cambio de variable y res-
tando el término constante Uy, el potencial adquiere la forma U = kx?/2, y
la ecuacion de Schrodinger se escribe como

R d2¢ 1

———+

20
2m dx? §kx o=E$.

Se puede ver que una solucién de esta ecuacion es la funcién gaussiana;
mas en general, se puede demostrar que existe un conjunto numerable de
soluciones de la forma ¢, (z) = P,(z)e **", donde P, es un polinomio de
orden n. A cada funcién ¢, le corresponde un valor inico de energia igual a

E, = (n + %) hw, (4.23)
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donde w = /k/m. Los niveles de energia estan equiespaciados, con el mini-
mo en Ey = hw/2. Esta energia distinta de cero para un oscilador arménico
tiene repercusiones en distintas dreas de la fisica, incluidas posibles inter-
pretaciones a la constante cosmoldgica.

Oscilador armoénico - en tres dimensiones

El oscilador en tres dimensiones ilustra tanto la degeneracién de estados
como un ejemplo de potencial central; nos remitiremos solamente al primer
aspecto. La ecuacion de Schrodinger

h2

792 4 Ler2g = B,
2m 2

tiene como solucién
~ 3
QS(T) = ¢nz (:I:)any (y)¢nz (Z)7 Enz,ny,nz = <nx + ny + Ny + §> hw? (424)

donde {ng,ny,n.} son los tres nimeros cudnticos, restringidos a enteros
positivos. Procedemos a ver los sistemas de menor energia:

» El estado de minima energia, o estado base, corresponde a {0,0,0} y
E = 3hw/2. La energia es la suma de las de los tres grados de libertad.

» Después tenemos tres estados, {1,0,0}, {0,1,0} y {0,0,1}, de misma
energia, F = bhw/2. Decimos que existe una degeneracién de estados
cuando varios estados distintos tienen la misma energia. Notamos que
los tres estados con E = 5hw/2 son en realidad un mismo estado sujeto
a intercambios de ejes (rotaciones).

» Subiendo en energia, £ = Thw/2, la degeneracién aumenta a seis esta-
dos: {1,1,0}, {1,0,1}, {0,1,1}, {2,0,0}, {0,2,0} y {0,0,2}. Estos se
pueden referir a rotaciones de dos estados, por ejemplo el {1,1,0} y el
{0,0,2}, los cuales son distintos.

El oscilador arménico en tres dimensiones es un caso particular de un po-
tencial central.
Potencial central y atomo de hidrégeno

La ecuacién de Schrodinger

i Vip+U =FE
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se escribe en coordenadas esféricas y se emplean variables separables para
obtener

Cbnﬁm(ra 97 QO) = Rnf(r)nm (67 (10)7

donde Y™ son los arménicos esféricos, los cuales satisfacen las ecuaciones
LAY =00+ DR2Y™, LY = mhY™

El sistema esta descrito por tres nimeros cuédnticos, dos de ellos (¢, m) rela-
cionados con el momento angular. En general la energia es de la forma FE,,,
con degeneracion de estados en m.

El dtomo de hidrégeno es la solucién particular para U = —e?/r.
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