Capitulo 3

Termodinamica y mecanica
estadistica

Alberto Carraminana, 2 de septiembre de 2020.

3.1. Las leyes de la termodinamica

La termodindamica estudia el comportamiento de sistemas macroscopicos
con su entorno. Estos sistemas se consideran acotados por una frontera que
define su tamano y funciona como interfaz con los alrededores. El tamafio
del sistema puede cuantificarse a través de pardmetros dimensionales, co-
mo el volumen, o el nimero de particulas que lo componen. Las particulas
que componen el sistema tienen manifiestacién en el comportamiento ma-
croscopico a través de variables como la densidad o la presién.

Las leyes de la termodinamica establecen un marco formal para el estu-
dios de sistemas macroscépicos basado en el concepto de equilibrio termo-
dindmico:

Un sistema estd en equilibrio termodindmico cuando las variables
que lo describen no varian con el tiempo.

Se desprende que dos sistemas estan en equilibrio termodindmico mutuo si
al establecer contacto en ellos las variables termodinamicas que describen a
cada uno no varian. Por construccién, la termodindmica se aplica a sistemas
en equilibrio y se basa en las leyes descritas someramente a continuacion.



Ley cero - definicién de temperatura

La ley cero define el equilibrio termodinanico entre sistemas a través de
conjuntos, o clases de equivalencia:

Dados tres sistemas termodindmicos A, B y C, si los sistemas A
y B estan cada uno en equilibrio termodindmico con C, entonces
A y B se encuentran en equilibrio entre ellos.

Partiendo de esta ley, se distinguen las distintas clases de sistemas en equili-
brio definiendo el concepto de temperatura. Los estados de equilibrio propio
de cada uno de dos sistemas A y B estan descritos por las variables { X 4, Y4}
y {XB, Yn}, constantes en el tiempo, siendo la temperatura una funcién de
estas variables, T'= f(X,Y). La funcién f es particular a cada sistema. El
equilibrio entre sistemas se da cuando los valores numéricos de T' coinciden,

{Ta = fa(Xa,Ya)} = {Ts=fe(XB,YpB)}.

Cada funcién f define la ecuacion de estado del sistema respectivo, la cual
puede depender de muchas variables. Un punto en el plano { X, Y}, o espacio
multi-dimensional correspondiente, define un estado del sistema. Un valor
de temperatura corresponde una curva isotérmica en el plano {X,Y}. Las
curvas isotérmicas pueden ordenarse para establecer una escala de tempera-
turas. Las variables {X,Y ...} se denominan variables de estado.

En el caso particular de un gas ideal clasico las variables de estado son
la presién, P, y el volumen, V. La ecuacion de estado del gas ideal es,

PV = NkT, (3.1)

con N el numero de particulas que constituyen el gas, y k£ la constante de

Boltzmann?.

Primera ley - conservacién de la energia

El estado termodindmico de un sistema depende de su energia interna, F,
constante para un sistema aislado. Un sistema que interacciona con sus
alrededores tiene un cambio en energia interna dado por,

dE = dQ + aw , (3.2)

con @ el calor absorbido por el sistema y W el trabajo realizado sobre el
mismo como resultado de la variaciéon de algunos de sus parametros. El

'k =1.3806505(24) x 10" Ferg K™*



simbolo barrado d indica que las diferenciales respectivas no son necesaria-
mente exactas. Una diferencial es exacta si se anula al integrarla sobre una
trayectoria cerrada. Las diferenciales de las variables de estado son exactas.

Los términos en la expresién (3.2) ameritan discusién. El trabajo ter-
modinamico W describe interacciones del sistema con sus alrededores, alte-
rando su estado y energia interna. El trabajo termodindmico puede referirse
a una interaccién mecdanica, eléctrica, quimica, etc... Su forma es del tipo
aw = F -dx, siendo F' una fuerza generalizaday A un desplazamiento genera-
lizado, formando ambos una pareja de variables termodinamicas conjugadas.
Una de las variables conjugadas es intensiva, independiente de las dimensio-
nes del sistema, y la otra es extensiva, dependiente de las dimensiones del
sistema. Ejemplos comunes son:

= ¢l trabajo mecanico ejercido al comprimir un gas: dW = —PdV,
siendo P la presion y V el volumen;

= el trabajo magnético ejercido al aumentar la magnetizacién: M , de
un sistema en un campo magnético, H, dado por dW = H - dM;

= de manera andloga, la polarizacién P de un material es modlﬁcada por
un campo eléctrico E realizando un trabajo eléctrico dW = E. dP

= el trabajo quimico es realizado mediante una reaccion quimica que
altera el nimero de particulas de tipo j: dW = pu, dN,, con p, la energia
necesaria para generar una particula, o potencial quimico.

Estas relaciones presuponen que las interacciones se dan mediante procesos
cuasi-estaticos, definidos como sucesiones de estados de equilibrio.

El calor es, por defecto, una diferencial inexacta y no representa una
variable de estado. Sin embargo, el trabajo W es una diferencial exacta en
procesos adiabaticos, d@Q) = 0, como consecuencia de que la energia interna es
una variable de estado. La forma en que un sistema absorbe o da calor puede
describirse mediante los calores especificos. Estos coeficientes se definen para
procesos que mantienen alguna variable de estado fija, como el volumen o
la presién en el caso de un gas ideal,

0=, o=(2), o

Para un gas ideal (ec. 3.1) podemos relacionar estas dos cantidades mediante
la primera ley de la termodindmica (ec.3.2),

a0 dE dE av
o=(7), @ o-m+F(a),-cm e



Definiendo el indice adiabdtico como el cociente de los calores especificos,
v = C,/Cy, obtenemos la siguiente expresion para energfa interna de un gas
ideal,

Nk Nk B NkT

=1 ~1 = .
Y=t T YaEar T v-1

Noétese que la energia interna de un gas ideal es independiente del volumen.

Segunda ley - entropia

Partiendo del concepto de calor se define la entropia, S, una variable de
estado, mediante
dQ =1TdS . (3.5)

La segunda ley de la termodindmica establece que:

en un sistema cerrado la entropia nunca decrece.

Simplemente,

ds > 0. (3.6)

De manera muy genérica, esta asercién incluye al Universo en su totalidad,
un sistema cerrado cuya entropia debe ser creciente con el tiempo. Procesos
que cumplen dS = 0 en un sistema cerrado son reversibles; cualquier otro
proceso en un sistema cerrado implica dS > 0 y es irreversible. Como con-
secuencia de la segunda ley, un estado de equilibrio tiene maxima entropia
y minima energia. Este principio establece que el equilibrio termodindmico
entre sistemas requiere no sélo el equilibrio térmico, T4 = T'g, sino también
el equilibrio mecanico, P4 = Ppg. Si consideramos también interacciones
quimicas, tenemos el requerimiento adicional pu4 = pp.

De la definicién (3.5) podemos encontrar la expresién termodindmica
para la entropia de un gas ideal,

S=NkInT/(y—1)+ Nk InV + Sp, (3.7)

con Sp una constante de integracién.

Tercera ley - el estado de minima energia

La tercera ley establece que la entropia de un sistema se anula en el estado

definido por
(55)
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Este estado corresponde al de minima energia interna y permite definir una
escala de temperaturas donde el cero absoluto corresponde con entropia
nula. En la practica esta escala define los grados Kelvin. Por su parte Nernst
enuncié en 1906 el siguiente postulado:

la 1soterma de un sistema a temperatura cero corresponde con
una de sus adiabdticas.

El postulado de Nernst representa un enunciado alterno de la tercera ley de
la termodindmica?.

Existe un conflicto entre la expresion(3.7) para la entropia de un gas ideal
y la existencia de una escala absoluta de temperatura, definida por S — 0
para T — 0. La ecuacién de estado del gas ideal clasico pierde validez a

temperaturas bajas, donde es necesaria una descripcién cudntica (§3.3).

3.2. Mecanica estadistica

La mecanica estadistica interpreta las variables macroscépicas como mani-
festacién colectiva de las propiedades individuales de las particulas que cons-
tituyen al sistema. Requiere una descripcién estadistica de los micro-estados
de un sistema ligada al formalismo termodinamico.

3.2.1. Descripcion estadistica de un sistema
Estado de un sistema

La descripcién de un sistema puede hacerse conforme a las leyes de la mecani-
ca clasica o de la mecanica cuantica. En mecanica cléasica el estado de una
particula queda especificado por su posicion y momento en funcién del tiem-
po, {Z(t),p(t)}, con su movimiento determinado por las fuerzas que actiian
sobre ella. Para un sistema con N particulas requerimos el conjunto de po-
siciones y momentos en un instante dado, {Z;(t),p;(t);j =1,...,N}, y las
interacciones entre ellas para poder especificar completamente el estado del
sistema. Esta descripcién es posible en teoria pero no en la practica: ademas
de ser N un numero inmanejable, es imposible determinar con precision
absoluta las posiciones y momentos en un instante dado.

En mecanica cuantica el estado de un sistema se describe mediante la
funcién de onda, ¥ (Z1,...,Zn), que depende de las 3N coordenadas de las
particulas que lo constituyen, y por el hamiltoniano que describe sus inter-
acciones. Frecuentemente la funcién de onda puede especificarse mediante

2para més detalles consultar los libros de termodindmica de Garcia-Colin y Callen.



variables alternas, como los nuimeros cudnticos. Asi, un sistema formado
por cuatro osciladores armoénicos unimensionales esta suficientemente des-
crito con cuatro numeros cuanticos {ni, n2, n3, n4}, siendo cada n; un nime-
ro natural. Nétese que distintos estados pueden tener una misma energia,
E = (n1+n2+n3 +n4+ 2)hw. El conjunto de funciones de onda ¥y, . 5.}
es enumerable, permitiendo la descripcién estadistica del sistema.

Ensemble estadistico

No todos los micro-estados posibles son consistentes con un estado termo-
dindmico dado. En particular, la energia interna del sistema limita los micro-
estados que son accesibles. Los estados que cumplen con las restricciones
macroscopicas especificas se denominan estados accesibles, mismos que de-
finen lo que se conoce como el ensemble estadistico. En el caso simplista de
un conjunto de osciladores unidimensionales, al asignar a la energia interna
un valor dado, por ejemplo E = 5 hw, se restringe el ensemble estadistico a
los micro-estados que satisfacen la restriccién (ny + ng + n3 + ng) = 3.

Espacio fase

Es generalmente ventajoso localizar los estados de un sistema en el espacio-
fase, formado por las posiciones y momentos que pueden tener las particulas.
Esta descripcién permite mudar el enfoque estadistico de las particulas indi-
viduales al espacio-fase, el cual se discretiza en celdas de dimensiones finitas,
AxAp = hg (figura 3.1). Esta divisién es congruente con el principio de in-
certidumbre que rige en mecédnica cuantica, el cual impide el conocimiento
perfecto de la posicién y el momento de una particulad, AzAp > h/2. M4s
aun, el principio de exclusién de Pauli prohibe que dos particulas con espin
semi-entero ocupen la misma celda en el espacio fase. Asi, en el caso cuantico
se emplean celdas de dimensiones h, con sus respectivos niimeros de ocupa-
cion. El limite clasico, hg — 0, corresponde con un espacio-fase continuo.
Dos ensembles comunes son el candnico, dénde la restriccion estd en la
asignacién de la energia interna a un valor F; y el ensemble gran canédnico,
que restringe simultdneamente energia y niimero de particulas, {E, N}.

3.2.2. Definicién estadistica de la entropia

Para un sistema dado con energia interna F es posible calcular el nimero de
estados accesibles correspondientes, (F). El nimero de estados accesibles

3h = h/2m con h = 6.6260693(11) x 10~ *ergs la constante de Planck.



AxAp=h

Ap .

Figura 3.1: Particiéon del espacio en

celdas de tamano finito, AxAp = hy;

la descripcién cuéantica se hace con
X hg = h, mientras que hg — 0 es el
Ax limite clasico.

permite establecer una conexion con la termodinamica definiendo la entropia
de forma estadistica,
S(E)=klnQ(FE), (3.8)

con k la constante de Boltzmann. Esta definicién es congruente con la se-
gunda y tercera ley de la termodindmica:

= () es, de manera natural, una funcién creciente de F;
» sisélo hay un estado de minima energia, Q(Epin) = 1 = S(Emin) = 0.

Podemos considerar la dependencia del nimero de estados accesibles con

E y las variables extensivas, = Q(E;z = V,N,...), para conectar la

descripcién estadistica con la termodindamica. De la primera ley obtenemos,
oF 1 0Iln Q)

T=— Ey=—= . 3.9

S 2 kT oF (39)

Y de manera similar,

aiE_lalnﬁ _87E_ laan
v g oav > FTaONT T3 anN

En un sistema con (E) estados accesibles podemos definir Q(FE,y,) como
el nimero de estados que cumplen la restriccién adicional, y = y,. La pro-
babilidad de medir y = y, estd dada entonces por P(y,) = Q(E;y,)/QUE), y
el valor promedio de la variable y es:

y= Q(lE)ZyJQ(anJ)- (3.10)
J

En la practica resulta mas conveniente calcular variables termodindmicas
empleando la funcién de particién, definida a continuacion.



3.2.3. La funcién de particion

Consideremos el equilibrio entre dos sistemas desde el punto de vista es-
tadistico. Sean A y A’ dos sistemas cerrados de energfas respectivas F y
E’ en contacto térmico. El sistema conjunto A = A + A’ es también ce-
rrado, y tiene energfa total E(®) = E + E’. Los nimeros respectivos de
estados accesibles son Q(E) y Q'(E’), y el sistema conjunto tendrd a su vez
QUE + E') = Q(E)Q/(E') estados accesibles. La probabilidad de que A
tenga energia E es

P(E)=CQE)Y(E° - E),

con C una constante de normalizacién sobre todos los estados (energias)
posibles. Esta probabilidad es méxima si su logaritmo también lo es,

dln P(E dlnQ(E dln Q' (E’
WPE) _, | dWQ(E)  dng(E)

dE dE dE ’
que, considerando E’ = E° — E, implica

dinQ(E) dlnQ(E') .
dE dE’ = B(E) — B(E') =0, (3.11)

es decir T'=T". La relacién (3.11) equivale al principio de mdxima entropia.

Si ahora suponemos que A’ es un reservorio de energia, en el sentido
de que sus dimensiones son mucho mayores que las de A (figura 3.16), en
particular E/ > F, la probabilidad de que el sistema A esté en un estado r
es de la forma

P,=CO(EY —E,), (3.12)
con C la constante de normalizacién tal que > P, = 1. La expansién de
T

In Y (E’) alrededor de E() da

!/
nQ(EQ - B ~In/(BO) - [am] E,. (3.13)

OE" |,
El equilibrio termodindmico entre A y A’ se establece cuando

OlnQ Ol
OE  OF'

indicando que T es igual a la temperatura del reservorio. Se tiene entonces
P, < e PEr que nos permite escribir la probabilidad del estado r como

B=p, (3.14)

e_BET

Pr= s m
,r,/

(3.15)

8



Figura 3.2: Intercambio

‘ ¢ de energia entre un sis-
tema termodindmico, co-

A'SSA mo una taza de café, y un
reservorio de energia que

E'>>E representa el entorno, co-

mo la cafeteria, hasta al-
canzar el equilibrio ter-
modinamico.

Definimos aqui la funciéon de particién del ensemble canoénico:
Z=Y e b (3.16)
T

Esta funcién permite el cdlculo de variables termodindmicas. La energia
media del sistema es,

_ 9mz 1
== — = —— _— _ﬂET
E 38 72 (—E,)e PP (3.17)

La derivada de la funcion de particiéon sobre una variable extensiva,

omz 1 OF
= — — r —BEr — —
Ox 7Z ZT: ( b Ox )e pX,
de donde 10InZ 107
P= - ne (3.18)

b =—=

g ov ' MTTB N
La expresion 3.18 viene siendo la ecuacién de estado del sistema. Una rela-
cién 1til entre la funcién de particién y la entropia se obtiene derivando®

0lnZ olnZz
InZ =
dlIn a5 g + o

La funcién de particién esta directamente relacionada con la energia libre
de Helmholtz,

dr = —FEdf — fXder = S=k(InZ+ SE).

F=FE-TS=-InZ.

‘entendiendo que Xdz se refiere a S Xdrz =—PdV + pdV + ...




Finalmente, la funcién de particién de un sistema compuesto, A©) = A’ + A,
esta dada por el producto de las funciones de particion de sus sub-sistemas,
Z0) = 7' Z . Este resultado es congruente con el hecho de que tanto la energia
interna como la entropia son propiedades aditivas.

3.2.4. Gas ideal clasico

Funcién de particion y relaciones termodinamicas

Un gas ideal consiste en un conjunto de N particulas libres. Su energia esté
dada por la suma de las energias cinéticas individuales, que en el caso clasico

es igual a
N

E=>Y" ol : (3.19)
= 2m

En el limite clasico, hg — 0, la sumatoria sobre estados tiende a una integral
sobre los valores de {7, p} de cada una de las particulas,

3 N d3N dSNp
7=0

que se convierte en un producto de N integrales idénticas, resultando en la
funcién de particién:

92 kT 3N/2
zZ=vN (”Zé) — ¢V, (3.21)
0

dénde ¢ =V (2rmkT'/ h%)g/ ? es la funcién de particién por particula. De la
relacién (3.18) se obtiene la ecuacion de estado del gas ideal,
P =NkKT/V.
Al derivar con respecto a 3 obtenemos
E=3N/28 = (3/2)NkT,

la energia interna de un gas ideal cldsico de N particulas, que es indepen-
diente del volumen. Para la entropia obtenemos

2
ﬂmke) . (3.22)

3
S =Nk an+§lnT+a con 023/21n< 02
0

expresion equivalente a la obtenida a través de la termodinénica (ec. 3.7),
para v = 5/3, Sy = Nko. Esta expresién presenta dos inconvenientes: uno
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es el no comportarse como una variable extensiva - la paradoja de Gibbs.
Supongamos dos sistemas, A y B, dénde B duplica al sistema A, es decir
Ve =2V4 y Np = 2N 4. Siendo la entropia una variable extensiva deberia
cumplirse Sp = 254, lo cual no es consistente con (3.22). Gibbs resolvié
esta paradoja al considerar que el intercambio de particulas microscépicas
idénticas no modifica el estado del sistema por lo que la funcién de particion
debe dividirse por N!, el nimero de permutaciones entre N particulas. Es
decir, )
VN 2nmkT\3N/?
v <h2> . (3.23)
0

Usando la aproximacién de Stirling, In N! ~ NIn N — N, Gibbs obtuvo

\% 3
déonde o5 = o+1. Esta expresion satisface Sp = 254, resolviendo la paradoja
de Gibbs. El segundo problema, irresoluble en un contexto clasico, es la
incongruencia con la tercera ley de la termodindmica, ya que S — —oo para
T — 0. El limite de bajas temperaturas requiere un tratamiento cuantico.

La distribucién de Maxwell-Boltzmann

La funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann describe la probabilidad
que tiene una particula de tener momento en (P, p + dp), y posicién en
(7, ¥+ dr). Esta probabilidad se relaciona directamente con la probabilidad
de un estado r, dada por P, x e #Fr. La funcién que describe cuantas
particulas tienen momento alrededor de p'y posicién alrededor de 7 en un
gas ideal clésico tiene la forma,

n
f(7p) dPrd’p = ———— exp s —p?/2mkT } d°rd®p, (3.25)
(277ka)3/ 2 { }
con n la densidad de particulas. La distribucién de Maxwell-Boltzmann de-
pende solamente de p? = p2 + pz + p?, y se define normalizada al ntimero de
particulas, [ f(p)d3rd3p = N. Es comiin escribirla de forma alternativa en
términos de la velocidad v de las particulas,

f(0)d®v = f(v) dmv*dv = n <m>3/2 oMV /2KT 40200
27kT ’

déonde se emplea que f solo depende de la magnitud de la velocidad, y

d3v = 4mv?dv. La distribucién de Maxwell-Boltzmann se emplea para célcu-
los como el de la velocidad promedio de las particulas, o la presién del gas,

11



doénde se considera la fuerza que las particulas ejercen sobre un elemento de
superficie normal al eje z:

P = /mvz f(v)d®v = énm<02> . (3.26)

El limite cuantico

Un gas ideal puede describirse de manera clésica cuando la ocupacién de las
celdas de espacio-fase es suficientemente baja. Esta condicién puede escri-
birse como

N < [Aaf [Ap] /4P,

dénde [Az], [Ap] denotan los rangos de posiciones y momentos ocupados por
las N particulas. Claramente [Az]® = V, mientras que [Ap]® ~ (mkT)3/2.
La condicién para la aplicabilidad de la estadistica clasica viene siendo,

T > n?/*h? /mk, (3.27)

con n = N/V, la densidad numérica. En condiciones ambientales tipicas,
el aire tiene n ~ 2 x 109 cm™3 particulas de masa m ~ 29 uma ~ 5 X
1023 g. La condicién para que la ocupacién del espacio fase sea baja es
T > 0.047 K. Alternativamente, a temperatura ambiente, T = 300K, la
descripcién clésica es buena para n < 10?° cm™3. El régimen cudntico se
aplica para temperaturas muy bajas y/o densidades muy altas.

3.3. Gases cuanticos

3.3.1. Funcidon de particién de un ensemble gran candnico

El ensemble gran candnico considera el intercambio de particulas entre el
sistema y el reservorio. Un estado r se caracteriza tanto por su energia,
E,, como por el nimero de particulas, IN,. Considerando nuevamente la
interaccién del sistema A con el reservorio A’, con la consideracién adicional
N’ > N, el sistema compuesto A(®) = A+ A’ cumple ahora dos restricciones:

EO=fF+F, NO=N41N. (3.28)

De manera analoga al procedimiento seguido para el ensemble canodnico, se
obtiene la funcién de probabilidad del ensemble gran-canénico,

P eXp{_B(ET - NNT)} ) (3.29)

12



donde p es el potencial quimico del sistema, que corresponde con la energia
requerida para producir una nueva particula. La funcién de particién gran
canonico estd dada por

7 — Z e*ﬁ(Er*/iNr) )

Podemos relacionar la energia total del sistema y el niimero de particulas
con la ocupacién n, de las celdas,

E. =) mng,, N.=)Y ny, (3.30)
J J

donde ¢, es la energia correspondiente a la celda j, para obtener:

P, « exp {— ZB (nye; — ,u,n])} = H lexp (=8 (g, — )™ . (3.31)
7

J

La sumatoria de la exponencial sobre estados r nos da la funcién de particion:

Z=Y (H w;%> =11 D wy ], (3.32)

abreviando w, = exp {—f(e, — p)}. La primera igualdad indica que la fun-
ciéon de particién es la sumatoria sobre todos los estados r del producto
sobre los niimeros de ocupacién correspondientes a cada estado, definido
por el conjunto de nimeros de ocupacién {ngr),nér),nér), ...}. El término
de la derecha indica el producto sobre todas las celdas de espacio fase de
la sumatoria sobre todos los posibles nimeros de ocupacién. Las energias
€, dependen de la ubicacién de la j-ésima celda de espacio-fase, y no de su
ocupacion, lo cual permite permutar el producto y la suma sobre estados.
Considerando como ejemplo un sistema con tres micro-estados representa-
dos por las celdas y = {a,b,c} que pueden ser ocupadas por cero o una
particula, n, € {0,1}, hay ocho estados r con distintos valores de E, y N,.
En este sistema los dos términos de la igualdad (3.32) se escriben como:

111 1
Z H wg” = 14 wg +wp + we + wWaWp + WaWe + Wpwe + WaWpWe ,
r=000 \j=0
1
IT (X wy] = Q4w +w)+uwe). (3.33)

7=a,b,c \"y=0
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Se puede verificar que la igualdad se cumple en este caso particular. Se
puede inferir también que la igualdad se cumplira si aumentamos el niimero
de celdas o las posibilidades del niimero de ocupacién.

Las tres estadisticas més relevantes son:

1. Bose-Einstein: particulas de espin entero no tienen restricciones en
la ocupacion del espacio fase, n, € {0,1,2,...}. Una aplicacién es la
estadistica de un gas de fotones que se desarrolla en la siguiente seccién.

2. Fermi-Dirac: particulas de espin semi-entero siguen el principio de ex-
clusién de Pauli que restringe la ocupacion del espacio fase an, € {0, 1},
con la debida consideracién de las dos orientaciones posibles del espin.
La aplicacién a gases de fermiones se muestra mas adelante.

3. Maxwell-Boltzmann: el caso clasico corresponde a ntimeros de ocupa-
cién muy pequeilos y temperatura altas, f(e, — p) > 1 = w, < 1,

resultando en In Z ~ N In (ZT e‘ﬁar).

3.3.2. Aplicacién a un gas de fotones

Un gas de bosones no tiene restriccion en el niimero de particulas que pueden
ocupar un estado dado. La funcién de particién se obtiene de la sumatoria
del lado derecho de la expresién 3.32, sumando desde n, = 0 a infinito,

> 1 1
Ny — 7 = _— . .34
P A=) (339

La ocupacién del espacio fase se obtiene de la funcién de particién, a través
del nimero total de particulas,,

1
N=_°= :E —:E n,. (3.35)
_ k J
B Ou ; ele—m)/kT _ 1 ;

En el caso de un gas de fotones usamos pu = 0, y caracterizamos el micro-
estado de cada fotén con su frecuencia, ¢, = hv, por lo que la ocupacién
media estd dada por

1

T (3.36)

ny =

Por otro lado, el niimero A de estados accesibles corresponde al niimero de
celdas que tiene el espacio-fase, de dimensiones A3zA3p = h3 cada uno e
incluyendo un factor por los dos valores posibles de la helicidad del fotém,

dBad d 2
AN =280 N:Q(”)dyd(z, (3.37)

h3 dV 3
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empleando d3p = p?dQdp, con p = hv/c. La densidad de energfa de radiacién
en equilibrio termodindmico, u, (T), viene dada por la energia de cada estado
(hv), la densidad de estados (3.37), la isotropia (dQ2 — 47), y la ocupacién
de cada estado (3.36), dando lugar a la distribucién de Planck:

82 hv
3 ehv/KT _ 1~

u,(T) = (3.38)

Al integrar sobre frecuencias obtenemos u(T) = aT*.

3.3.3. Gas ideal de fermiones en degeneracién

En un gas de fermiones, particulas de espin semi-entero, un estado dado
puede ser ocupado a lo mas por una particula, con lo que la sumatoria sobre
ocupaciones es trivial,

z=T[{1+erem}. (3.39)

Podemos encontrar el nimero de fermiones en un estado de energia ¢,, bajo
un potencial quimico p:

laan B

1
_ R D e (3.40)
3 o — IR ] T 2
es decir 1

Esta funcién se muestra en la figura 3.3. 7, cumple 0 < n, < 1, como
corresponde al principio de exclusién de Pauli. La ocupacién pasa de 1 a 0
en un intervalo AF ~ kT, tendiendo a una funcién escalén para kT < pu.
El caso T' — 0 corresponde al limite de degeneracion.

En un gas ideal degenerado podemos identificar el potencial quimico con
la energia de Fermi, 1 = €f(py), siendo py el momento de Fermi. En el limite
ef/kT — oo todos los estados con energia e < £ estdn ocupados por una
particula mientras que aquellos con € > e estan todos vacios. La energia
cinética se relaciona con el momento de acuerdo a la expresion general

gf =/ p?c2 + m2ct —mc?, siendo m la masa de las particulas. Para particu-

las no relativistas ey ~ p?c /2m, mientras que en el limite relativista e ~ pyc.
A continuacién mostramos las propiedades de los gases de fermiones dege-
nerados, y su aplicacién a estrellas compactas®

®Siguiendo la presentacién del libro de Weinberg (1973).
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Figura 3.3: Arriba: ocupacién
media de estados, 7,, en un
RV SR & N S gas de fermiones como funcién
20 40 p/kT 60 de la energia del estado, para
e/kT u/kT = 1.0, 5, 10, 20, 50. La
funcién tiende a un escalén cen-
trado en € = p, de ancho AE ~
kT, a medida que p/kT aumen-
ta, como se ilustra en la figura
de abajo, con € normalizada a p.

T

0.8
0.6
0.4
0.2

n(e)

o
e
o
—_

1.5

Gas degenerado no relativista

Consideremos un gas de electrones en estado de degeneracién, como des-

cripcién de una estrella enana blanca. Tomando en cuenta que los nicleos
son quienes le dan la masa a la estrella, escribimos la densidad de masa
como p = I'ngempy, siendo n. la densidad de electrones, my la unidad de
masa atomica y I' el cociente de nucleones a electrones, el cual tiende a 2
para material procesado (en particular I' = 56/26 para Fe). El nimero total
de particulas es igual al niimero de estados dentro de una esfera de Fermi,
considerando los dos estados del espin,

B B 3 Pfd3p_2V 4r 4

es decir n = k:;} /372, empleando ps = hky. Combinando ambas expresiones
obtenemos el momento de Fermi en funcién de la densidad:

1/3 1/3
3h3p 372p
_ — k= i 3.43
pf (87TFmH> Y (FmH ( )

Suponiendo un gas ideal no relativista es posible calcular una temperatura
de Fermi, por debajo de la cual el gas estd en estado de degeneracion

2

2/3 T —2/3
D 14
KTy = ﬁ = Tr~24x10°K (wﬁgcm_3> <1_4> - (3.44)
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La temperatura de Fermi es muy superior a la del interior de una estrella
enana blanca, el cual estd por tanto en estado de degeneracién.

La densidad de energia, u, y la presién, P, para un gas degenerado estan
dadas por las integrales respectivas sobre el espacio fase,

u—/ 2h 3d3 , P= / 7 2h 3d3) (3.45)

Usando la forma de energia cinética de una particula relativista y la igualdad
7 = pc? /e, se tiene la expresién general para densidad de energia, u, y la
presion, P, para un gas degenerado estd dadas por integrales sobre el espacio
de momentos derivadas de las integrales sobre espacio fase®,

2 [(Ps

U = ﬁ/o {\/p202 + m2ct —mecﬂ 4rp?dp,
2 (pr1l p*c? 9

P = — — | ————| 4mp-dp. 4
h3/0 3 l\/p%z +mgc4] ap (3.46)

Para el caso no relativista, p < mec:

2 (pr [ p? 5 2 (pr1
= — dmp“d P = 4mp3dp 3.47
u h3/0 <2me> Tp-dp, h3/ 3<me> T (3.47)

Se obtiene u = 3P/2, misma expresién que para un gas ideal clasico, y,
3\2/3 2 o \3/3
P=(= — — P p’3. 3.48
(7T> 20me (FmH> xr ( )

Esta es la ecuacion de estado de un gas degenerado de fermiones no rela-
tivista, en el limite T" = 0. La transicién al caso relativista se da cuando

pf = mec, que implica
8t (Tmy) m3c?
3h3

Esta es la densidad tipica de una estrella enana blanca.

~0.97 x 10°Tgem 3. (3.49)

P = Pc=

Gas degenerado relativista

La expresion general para densidad de energia, u, y la presion, P, para un
gas degenerado estd dadas por las integrales 3.46, que para un gas relativista
(p > mc) se aproximan como

2
h3

Splanteadas en el libro de Weinberg

Df 2 [Pr1l
u= / (pc) 4mp®dp, P = —/ =~ (pc) Amp? dp . (3.50)
0 h3Jo 3
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En el caso relativista, p > p¢, el término de momento domina en las inte-
grales 3.46, resultando en u = 3P, analogo al caso del gas de fotones, y la
ecuacién de estado,

3 1/3 he p 4/3 A
= = iy /3
P (ﬂ) 5 (FmH> — Pxp’?, (3.51)

para un gas degenerado de particulas relativistas en 7' = 0.

Estrellas degeneradas

La estructura de una estrella degenerada puede investigarse de manera cua-
litativa y semi-cuantitativa con las expresiones derivadas anteriormente. La
energia total de la estrella estd dada por la suma de la energia interna
(térmica) y gravitacional,

GM (r)

Arr?dr (3.52)
.

R R
Eiot :/ u(r) Amr?dr —/ p(r)
0 0

siendo u = Kp?/(y — 1) la densidad de energia, R el radio de la estrella y
M (r) la masa contenida dentro de un radio . Un ejemplo simplificado es
una estrella con densidad constante, para la cual obtenemos,

-1 2
B(R) = 2 <3 )7 g3a-n 3G

(y—1) \ 47 5 R

La configuracién de equilibrio esta determinada por la condicién de minima
energia, dE/dR = 0. Distinguimos los limites no relativista y relativista,

(3.53)

» Caso no relativista: = p < p. = v = 5/3. La configuracién de
minima energia se da para

K 2/3
R= % (41) M3, (3.54)

resultando en una relacién R oc M ~1/3 para estrellas degeneradas. Con

la expresion para K resultante de 3.47 obtenemos,

3 4/3 hQM—l/S M -1/3
== ———— ~7153km | — .
i (27?) 4Gm.(T'my,)5/3 7153 km (M@)

Noétese que una estrella de mayor masa tiene menor radio.
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» Caso relativista: = p > p. = v = 4/3. La expresién para la energia
de la estrella queda como,

B(R) = 36;‘%4 i [(]]\”4*)2/3 - 1] , (3.55)
con . <4‘1> 1/2 <5é(>3/2 ' (3.56)

No hay un radio que defina una configuracién de equilibrio a partir
de la expresion 3.55: M < M, = E(R) > 0y la estrella se expande
buscando la minima energia, ¥ — 0 en R — oc0. Si M > M, =
E(R) < 0y laestrella se colapsa al buscar la minima energfa, £ — —o0
en R — 0. El valor M, representa la masa limite para una estrella
degenerada, marcada por la transicién de la ecuacién de estado del
régimen no relativista al relativista. Substituyendo K para v = 4/3
se obtiene la masa limite para una estrella sostenida por electrones
degenerados,

_ 3(5he/8G)3/?

M, = M., = ~ 342 x 1030 ~1.72 M, . 3.57
* ch I (th)Q g © ( )

Esta expresion corresponde a la masa de Chandrasekhar, para el caso
simplificado de una estrella con densidad constante.

El mismo analisis se puede hacer para una estrella de neutrones, reempla-
zando me — my ~ mpg y I' = 1. La densidad critica queda como

4 3
pe = 2523 ~6.1x10%g cm™?, (3.58)

obteniéndose para el caso no relativista

3\ Y3 h2M1/3

- <> — 5 4.9km (M/M@)_1/3, (3.59)
27 4Gmy

y una masa limite
3/2
M, = SO/ e o (3.60)
2mm? ©
h

El radio de la estrella queda subestimado con respecto a un analisis mas rigu-
roso, en particular porque hemos despreciado la interaccion entre particulas.
Los valores actualmente aceptados para las dimensiones de las estrellas de
neutrones son M, ~ 1.44 My yv R, ~ 10 km.
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3.4. Reacciones en equilibrio

La mecdnica estadistica permite tratar problemas que involucran la co-
existencia de particulas distintas, o especies quimicas distintas, en equili-
brio. Ejemplos son el equilibrio entre especies neutras, iones y electrones; o
la creacién y destruccién conjunta de particulas en reacciones quimicas, o
en reacciones nucleares. El proceso de destruccion y creaciéon puede darse en
un estado de equilibrio con la reaccién inversa, por ejemplo:

= la ionizacién y recombinacién del hidrégeno: H <+— HT +e7;
» la produccién y aniquilacién de pares: v+ v <— eT +e7;

= ]a fusién de dos nicleos de helio en un nicleo de berilio y el decaimiento
del berilio-8: *He + *He +— ®Be.

El equilibrio entre una reaccién y su inversa establece una relacién entre las
funciones de particién de las particulas involucradas que da lugar relaciones
entre las densidades de las distintas especies. Se presenta la ley de acciéon de
masas y dos aplicaciones.

3.4.1. La ley de accién de masas
Para varias especies de particulas en co-existencia tenemos,
m
dE =TdS — PdV + > juy dNy,
/=1

dénde el indice ¢ enumera m especies. En equilibrio se minimiza la energia
y se maximiza la entropia, lo cual requiere

> pedNg=0. (3.61)
l

Laley de accién de masas surge al considerar la funcién de particiéon dada por
el producto de las funciones de particién de las distintas especies, Z =[], Z,
las cuales se pueden escribir como los productos de las funciones de particion,
(¢, de las Ny particulas individuales agrupadas por especie,

m mcé\/g
Z=T12 =TT %, 3.62
7= )
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con el factor Ny! indicando la indistinguibilidad de las particulas de la especie
£. El potencial quimico de cada especie se calcula de la funcién de particién,

__1omz G
=GN, KT (Ne) (3.63)

que, junto con la condicién de equilibrio 3.61 y la aproximacién de Stirling
da,

2} ( )ng 0= ]I(WV)Z:IIQS%)%, (3.64)

K/

con £ denotando las especies del lado izquierdo de la reaccién, ¢ las del lado
derecho, y vy la proporcion relativa de la especie ¢ en la reaccién, que se
introduce como factor de proporcionalidad, d/N; « vy, empleando la densidad
de particulas en lugar del niimero, Ny = n,V.

Para particulas libres podemos emplear la expresiéon para un gas ideal
clasico, ¢ = V(2rmkT/h?)3/2. Para particulas con grados de libertad adi-
cionales a los translacionales, por ejemplo un sistema ligado con potencial
de ionizacion y, la funcién de particién puede separarse en la parte transla-
cional y la interna, ¢ = (; (jnt, dénde (; es una funcion de particula libre y
Gint = ge B/FT con g el peso estadistico por degeneracién de estados.

Dos aplicaciones importantes de la ley de accion de masas en astrofisica
son la ley de Boltzmann y la ecuaciéon de Saha, a continuacién.

3.4.2. Ley de Boltzmann

El equilibrio entre dtomos en dos estado 1 y 2 puede describirse como la

—\

reaccién (1) = (2), de donde la ley de accién de masas (ec. 3.64) da:

ng/nl = CQ/Cl . (365)

El potencial quimico para los fotones es nulo y por tanto podemos despre-
ciarlos en estas expresiones. En un sistema cudntico ¢, = g,e —E)/KT con 9,
el nimero de estados degenerados de energia E,, por lo que obtenemos la
ley de Boltzmann:
2 _ 92 (Br-E2)/kT (3.66)
ni g1
Para un sistema con un nimero arbitrario de niveles tenemos:

—E,/kT
& o gje J/

=g (3.67)
14
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En la préctica el rdpido aumento de la degeneracién gy con el niimero de
estados se ve eventualmente compensado por el término exponencial, per-
mitiendo realizar el calculo correspondiente considerando un nimero finito
de estados.

3.4.3. Ecuacién de Saha

Para procesos como la ionizacién y recombinacién del hidrégeno,
H(0)= H(1) +e, (3.68)

donde el nuimero entre paréntesis denota el grado de ionizacién, la ley de
accién de masas queda como:

nfﬁf B (nflv) (niev) ' (3.69)

Tanto el electrén como el protén, H(1), son particulas libres, por lo que la
ley de accién de masas para H <— p* + e, da:

Ca/V =(1/Age T, GV =2/X), C/V =2/,  (370)

dénde introducimos A = h/v2mmkT = h/p, la longitud de onda de Broglie
para particulas térmicas de momento p, g la degeneraciéon, y x > 0 el poten-
cial de ionizacién. Los factores de dos representan los estados de espin para
el electrén y el protén. En estos términos, y con Ay ~ Ap, obtenemos:

p 2 2) —x/kT
Ty _ ol , 71
NH MeA? (g ‘ (3.71)

Consideremos las condiciones de una atmdsfera estelar, de acuerdo a la
ecuaciéon 3.71. Las longitudes de onda de De Broglie se pueden estimar en

—1/2 —1/2
Ae = 0.75 x 10~ Tem (7/10°K) A, =174 x 10 %em (7/10°K) 2

para electrones y protones respectivamente a 10°K. En el caso de los elec-
trones, para una densidad tipica n. ~ 10 cm™3 tenemos neAe ~ 10710,
reflejando el bajo nivel de ocupacién del espacio fase en estas condiciones,
lejos del limite de degeneraciéon ne\2 — 1. Los electrones tienen una ocupa-
cion AzAp > h, que se puede expresar de forma exponencial, n, A3 /2 = e~¢,
con ¢ tipicamente entre 10 y 30. La ec. 3.71 puede generalizarse a otros es-
tados de ionizacién ¢ # 0 y reescribirse como:

n;j'l = g;+1 exp {& — x,/kT} (3.72)
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Figura 3.4: Intensidad de las principales lineas espectrales en funcién de
la temperatura. La secuencia de tipos espectrales se define a partir de las
intensidades de las distintas lineas y por tanto la relacién entre intensidad
de lineas y temperatura define la secuencia espectral como una secuencia de
temperaturas.

donde g,11 es la degeneracion de estados de la especie ionizada y g, la de la
especie no-ionizada.

Para que exista una ionizacién apreciable se requiere que el término
dentro de la exponencial no sea mucho mayor que uno, es decir kT < x, /¢,
indicando que la ionizacién ocurre a temperaturas mas de un orden de mag-
nitud por debajo de x,/k. La dificultad en ionizar un dtomo es compensada
con creces por la amplitud del espacio fase disponible para el electrén libre.
Asi, mientras que el potencial de ionizacion del hidrégeno corresponde a
13.6eV/k ~ 158,000 K, es en las estrellas tipo A, T, ~ 10,000K y ¢ ~ 15,
doénde la secuencia de Balmer es mas pronunciada. La ecuaciéon de Saha es
bésica para obtener la relacion entre la intensidad de las lineas espectra-
les y la temperatura, correspondiendo a la relacién entre tipo espectral y
temperatura (fig 3.4).
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