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4.1. Elementos de relatividad especial

4.1.1. Sistemas inerciales de referencia

Un sistema de referencia inercial es aquel en el que es vélida la ley de la
inercia, o primera ley de Newton,

en ausencia de fuerzas externas un cuerpo mantiene un estado
de movimiento rectilineo uniforme.

Sea O un observador en un sistema de referencia inercial que mide la posicién
de una particula puntual en funcién del tiempo 7(t) = z(t)z + y(t)y + 2(t)Z,
si se emplean coordenadas cartesianas. De acuerdo a la mecénica clésica, la

transformacién
r'(t) = 7(t) — Ut, (4.1)

lo relaciona con otro observador inercial O’ en movimiento relativo con ve-
locidad ¥, que describe la posicién de la misma particula con coordenadas
cartesianas 1/ (t) = 2/(t)& + y/(t)§ + 2'(t)2, que suponemos proyectadas so-
bre los mismos ejes. La transformacién inversa tiene la misma forma, y se
obtiene despejando o invirtiendo el signo de la velocidad en (4.1),

—

(t) = () + ot. (4.2)

Si el vector 7 describe la posicién de una particula vista por el observador
O, la relacion entre la velocidad de esta particula, @, medida por ambos



observadores es,
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siendo dt’ = dt. De forma general, las transformaciones entre sistemas iner-
ciales clasicos, o transformaciones de Galileo, preservan tiempo y distancias,

—

—T= @—7, (4.3)

AT = _'2 — _’1 =Ar' = T‘_é/ — T’_i/. (4.4)

Se pueden describir como combinaciones de rotaciones entre ejes, traslacio-
nes fijas y movimientos uniformes (4.1).

4.1.2. Postulados de la relatividad
La teoria especial de la relatividad se fundamenta en dos postulados:

1. las leyes de la fisica tienen la misma forma en todo marco de referencia
inercial;

2. la velocidad de la luz es constante y su valor es independiente del
marco de referencia elegido.

Al igual que en el caso clésico, es posible intercambiar marcos de referencia
mediante combinaciones de movimientos rectilineos uniformes, rotaciones
entre ejes y traslaciones fijas. El primer postulado indica que las leyes de la
fisica toman la misma forma en todo marco de referencia inercial. El primer
postulado incluye entre las leyes de la fisica las ecuaciones de Maxwell que
predice la propagacién de ondas electromagnéticas con velocidad c. Alrede-
dor de 1900 se creia que estas ecuaciones, y en particular la propagacién de
la luz con velocidad ¢, debian referirse a un medio denominado el éter, el
cual definfa as{ un marco de referencia privilegiado.

El segundo postulado establece la velocidad de la luz como una cantidad
invariante, en conflicto la invariancia del tiempo clasico. El segundo pos-
tulado ha sido corroborado experimentalmente, al punto de que el metro
se define hoy en dia a partir de la definicién del segundo y del valor de c,
definido de forma ezacta: ¢ = 299 792458 m/s.

4.1.3. Transformaciones de Lorentz

La invariancia de la velocidad de la luz relaciona dos sistemas de referencia
inerciales mediante,

dz? + dy® + d2° — A dt? = da + dy* + d2* — P dt”? = 0. (4.5)



Suponiendo dos sistemas con la misma orientacién de ejes de coordenadas,
y restringiéndonos a un movimiento relativo a lo largo del eje & = %/, pro-
ponemos la transformacién lineal

! =Act+ Bz, 2'=Dct+FEx.

Al combinar estas expresiones con (4.5) llegamos a la forma bésica de las
transformaciones de Lorentz,

ct' = ~vet—vBw
' =—yBct+yx

C — VX 62
vv(fit—vt)/, a (4.6)

donde ¥ = B¢k es la velocidad de O’ relativa a O. El factor de Lorentz
Y= (1 - 62)_1/27

es igual a uno para 3 = 0 y crece con |3|, con limite v — oo para 32 — 1.
Las transformaciones de Lorentz se definen entre eventos, dados por po-
sicidn y tiempo. Preservan la forma del intervalo s> = —c*t?> + r2 en todo
sistema inercial. Forman parte de un grupo representable con matrices de
4 x 4 que incluye translaciones a velocidad constante, rotaciones, desplaza-
mientos del origen y transformaciones sin significado fisico, como inversiones
espaciales o temporales (con determinante negativo). La transformacion co-
rrespondiente a un movimiento rectilineo uniforme sobre el eje T es,

ct’ v =8 0 0 ct
| | =8 v 00 x
y | 0 0 10 Yy (4.7)
2 0 0 01 z

De misma manera, la transformacién correspondiente a un movimiento rec-
tilineo uniforme a lo largo del eje 4 es,

v 0 =B 0
0 1 0 0
A=
-8 0 v 0
0O 0 0 1

Al combinar dos transformaciones paralelas, con v1 = ¢, v2 = [2¢, obtene-
mos una transformacién con la suma relativista de velocidades, congruente
con |B] < 1,

B+ B

R (48)

y=mr2+515), B



Figura 4.1: Marcos de referencia O y O’ con sistemas de ejes paralelos y en
movimiento relativo ¥ = B¢k

Toda transformacion de Lorentz tiene una inversa tnica que lleva de
(ct',7) a (ct,7). Para ejes paralelos la transformacién inversa equivale a
reemplazar 3 — —f3. Empleando notacién matricial y omitiendo (y, z), la
transformacién inversa de un movimiento a lo largo del eje Z (expr. 4.7), es

ct" '\ v =B ct e\ [ v B ct’

o )\ By x z )\ 8 )

La transformacion correspondiente a una velocidad v = gc entre dos
sistemas O y O’ con ejes paralelos viene dada por,

o =~et —yB -7, 7= —yfet+7+(y—1) (8- 7)B. (4.9)
La matriz de la transformacién (4.9) es,

gl —Bz =By —B:
A( _’) _ —vBz 1+ (7 - 1)ﬁ%//82 (7 - 1)ﬁxﬂy//82 (’V - 1)Bmﬁz/ﬁz
_7/811 (7 - 1)53;517//82 1 + (’Y - 1)65/52 (7 - 1)/81162/52
_’Yﬂz (’Y - 1)/82590//82 (’Y - 1)/Bz6y//82 1 + ('Y - 1)53/62
(4.10)
La forma mas general para estas transformaciones se obtiene combinando
rotaciones y movimientos rectilineos, notando con precauciéon que el grupo
de Lorentz no es conmutativo.



4.1.4. Consecuencias de la relatividad especial

Simultaneidad: de acuerdo al observador O, los eventos (t; = 0,21 = 0)
& (tog = 0,29 = X # 0) ocurren al mismo tiempo y son, por tanto, si-
multdneos. De la ecuacién (4.6) vemos que los mismos eventos no son si-
multéneos para el observador O’, quien los ubica en (t; = 0,z] = 0) &
(th = =B X/c,xh, = v X). El concepto de simultaneidad depende del marco
de referencia del observador, y no es absoluto.

Dilatacion temporal: dos eventos que ocurren en un mismo lugar en tiem-
pos distintos, con son dos tics de un reloj, definen un intervalo de tiempo.
Un observador O registra los eventos (¢; = 0,21 = 0) & (t2 =T, 22 = 0), que
de acuerdo a O’ estan dados por (t] = 0,2) = 0) & (t) =T, 245 = —yB cT).
La dilatacién temporal se manifiesta en la mayor separacién en tiempo:
th —ty > to —t1. El lapso de tiempo entre dos eventos es minimo en el marco
de referencia en el que suceden en la misma posicién. Se define el tiempo
propio como aquel transcurrido en el marco de referencia donde la separa-
cién entre eventos es solo temporal.

Contraccién espacial: también contraccion de Lorentz, no es evidente a
primera vista en las transformaciones (4.10). La medicién de una barra
de longitud L en reposo que realiza O puede describirse con dos eventos
que definen simultdneamente los extremos de la barra, (t; =0, z1 =0) &
(ta =0, x2 = L). O’ registra estos mismos eventos en (t) =0, 2] =0) &
(th = =B L/c, 5y = v L). Siendo zf — 2} > w9 — x1, pareceria que deberia-
mos hablar de una expansion, y no de una contraccion.

La sutileza reside en la medicién de la posicién de ambos extremos de
la barra, que debe ser de forma simultdnea por O’. La mediciéon simultanea
de las dos puntas de la barra que hace O no es simultanea para O’, que ve
la barra en movimiento. Una solucién es dejar t libre, siendo innecesaria
la medicién simultdnea en O, para exigir t) = t5. El permitir to # ¢; no
representa problema ya que, justamente, la barra esta en reposo en relacién
a O. Consideramos entonces la medicién de la barra en O con dos eventos
(t1 =0, z1 =0) & (t2, xzo = L), los cuales corresponden para O’ en la me-
dicién simultdnea (t) = 0, 2] = 0) & (th, = 0, 25 = L'). La transformacién
de Lorentz relevante implica,

cth = yeto—yBL =0 = to =BL/c, L=~Loy—yBcty = L'=L/y<L.

Al exigir la simultaneidad en O’ se obtiene la contraccién de la barra, L' < L.



4.1.5. Cuadrivectores y mecanica relativista

La relatividad generaliza la mecanica de Newton introduciendo cuadrivecto-
res, una generalizacién de vectores espaciales que incorpora la componente
temporal, permitiendo modificar las leyes de la fisica de manera consistente
con los postulados de la relatividad. En particular, el requerimiento de que
la velocidad de la luz sea independiente del marco de referencia se introdu-
ce en la construccion de los cuadrivectores. El cuadrivector bésico es el de
tiempo y posicion, el cual ubica un evento en el espacio y el tiempo. Tiene
por componentes cartesianas,

xozct, xlzw, x2:y, x3:z,

abreviadas como %, donde el indice o toma el valor cero para la componente
temporal, y 7 = {1, 2,3} para las tres componentes espaciales. Expresado de
forma explicita, estd dado por,

ct

0
1
x ct
9 = y = ( z ) . (4.11)
3

z

8 8 8 8

Se define el intervalo entre eventos como,
A =~ (82%) 4 (ac) 4 (a2?) 4 (a0%)”. (4.12)

Un intervalo que describe la propagacién de la luz cumple As = 0 en todo
marco de referencia. Un intervalo que relaciona dos eventos causalmente
conectados cumple As < 0. Podemos expresar la relacién (4.12) de manera
mas compacta y en forma diferencial como,

3 3
ds? = Z Z Nag dz® di?  — ds? = Nap dz® da?
a=0 =0

definiendo el tensor métrico de Minkowski, expresado en coordenadas carte-

sianas como,

-1 0 0 O
B 0100 (_. _ aB
Nap = 00 10 = diag(—1,1,1,1) = n*". (4.13)
0 0 01

! A veces se define con signos invertidos, diag(+1, —1, —1, —1). Por ejemplo en Jackson.



Se emplea la convencién de que todo indice repetido como superindice y
subindice en una férmula indica una sumatoria sobre él, por ejemplo

Nap ¢ = 77053;‘0 + Mg z! +n25x2 +7736$3 =zg5.

En términos generales un cuadrivector es una entidad fisica con una compo-
nente temporal y tres componentes espaciales que cumple con la invariancia
bajo transformaciones de Lorentz, representadas con matrices de forma ACfB,

a® = A%a” = A%a® + A% a' + A%a® + A% d®. (4.14)

Los cuadrivectores con super-indice, a®, se denominan contravariantes. Em-
pleando 7,4 se construyen los cuadrivectores covariantes,

ag =nepa” = (—ao,d’> )
es decir a9 = —a’; a, =a’, con j € {1,2,3}. Esta notacién permite emplear
la forma an,a® para la “norma” de un cuadrivector, y a,b® para la extension
del producto escalar a las 3+1 dimensiones. En general, la transformacion
de Lorentz (4.10) aplicada a un cuadrivector a® da,

o =y(a=F-a), @=-Fd+it(y-1)B-DF.  (415)

La construccién de mas cuadrivectores emplea el tiempo propio, T, defi-
nido por un observador que sitiia eventos en una misma posicion, es decir
dr =dy =dz =0 = ds> = —c%dr?, de donde,

_d

1 1
dr = =/ —ds? = \/dt2 — — (dz? + dy* + d2?)
c c ¥

(4.16)

El tiempo propio es un escalar invariante: una variable fisica unidimensio-
nal cuya expresiéon es la misma en cualquier marco de referencia inercial.
Podemos construir cuadrivectores derivando con respecto a dr, como el cua-

drivector de velocidad,
dz® yc
Y= — = I 4.17
“ dr < YU ) ( )

, invariante. Su derivada es el cuadrivector de acele-

de norma u u® = —c2

racién,

o du* [ ycdy/dt [ yta-v/c
=T ( + d(v5)dt ) = ( i+ i@ wee ) W18

7
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Su norma aqa® = y*a? + (Ei . B) , es un invariante igual al cuadrado de

la aceleracién en un marco en reposo instantaneo con la particula acelerada.
Un cuadrivector directamente relacionado al de velocidad es el de energia-
momento, definido para una particula de masa m como,

Pt = mu® = ( :;:nlf_}, ) = ( Ep_/,c > . (4.19)

Este cuadrivector generaliza el momento de una particula a p = ymd, y
define su energia como E = ymc?. En reposo tenemos Ey = mc?, siendo
la versién relativista de la energfa cinética E. = (y — 1)me? — mv?/2,
con el limite cldsico esperado para v/c < 1. La norma del cuadrivector de
energia-momento, es

papa — —E2/02 —|—p2 — —m262 = E = \/m204 +p262 . (420)

La generalizacion de la mecanica de Newton requiere definir cuadrivectores
de fuerza, F, que permitan describir interacciones de forma similar a la
segunda ley de Newton,

dpt
et
La aceleracién (4.18) puede separarse en componentes paralela y perpendi-
cular a la velocidad,

Ft =ma! = (4.21)

d=d +d con a=(B-ap, a =pxa, (4.22)
para escribir (4.21) de forma mds explicita,
d (E 1, = ap _ o - 4 -
*ydt<c>:'yma||, 'yazfymcu—f—’yma”. (4.23)

La componente de la aceleracién paralela a la velocidad cambia la energia
de la particula (“(_1'” hace trabajo”), siendo mas dificil acelerar una particula
relativista linealmente que de forma perpendicular.

Mas alld de la relatividad especial, el principio de equivalencia entre la
masa inercial y la masa gravitatoria permite generalizar la definicion del
intervalo entre eventos,

ds? = gop dz®da® (4.24)
donde g,3 es el tensor métrico, generalizacién del tensor de Minkowski.
En el formalismo de relatividad general g.s describe al campo gravita-
cional, el cual se calcula a partir de la distribucion de masa y energia
mediante la ecuacién de Einstein. La minimizacién del intervalo ds de-
fine el movimiento de particulas en el campo. En ausencia de gravedad,
9ap = Nap = diag(—1,+1,+1,+1).
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Figura 4.2: Fuente de luz con velocidad gc con respecto a O, que recibe luz
en la direccién de la linea de visién, k.

4.1.6. Fotones, efecto Doppler y distorsién de haces

La expresion de la derecha en la ec. (4.19) es independiente de m y permi-
te la generalizacién a particulas sin masa, con E? = p?c?. Siguiendo este
razonamiento, se le asocia al fotén el cuadrivector de energia-momento,

a Je N e [ Pw/e) hw (1
() e () )

con k = (w/ c)/% el vector de propagacién. La relacion de dispersiéon para la
propagacion de la luz en el vacio implica la norma nula, k. k% = 0, acorde con
una masa igual cero y la propagacién de la luz en intervalos nulos, ds = 0.

Consideramos una fuente luminosa con velocidad 5 relativa al observador
que emite radiacién de frecuencia wo. Sea k la direccién propagacion de la luz
que recibimos de la fuente, la cual coincide con la linea de visién (fig. 4.2).
La frecuencia de la radiacién recibida es

w = Ywo (1—1—51%) = ywo (1 + Bcosh) , (4.26)

9



la cual fue emitida por la fuente en la direccién,

. k=B +(y—1)(B-k)p s s 0 —
k/ — ’YIB + (’Y - )A(/B )ﬁ = /8 . k'/ = cos 9/ — COS /6 .
7(1_5%) 1 —fBcost
Algunos casos particulares son,
= para una fuente alejandose en movimiento radial, cosf = —1, y

w:7w0(1_/8):w0 ;g, COSQ’:—l‘

La frecuencia observada es menor y corresponde al corrimiento al rojo.

= para una fuente acercandose en movimiento radial, cosf@ = +1, y

1
w = ywo(l + B) = wo 1J_rg7 cosf = +1.

La frecuencia observada es mayor y corresponde al corrimiento al azul.

= en el caso de una fuente moviéndose perpendicularmente tenemos
cos =0,y
/
w="ywy, cost =-—-0.

Existe un corrimiento al rojo transverso, y la luz recibida no fue emi-
tida de manera perpendicular por la fuente.

En el caso general se tiene

B+ cost’

g— 2T
€08 14 Bcost’

(4.27)

Una fuente que emite radiacién isotrépica, es decir independiente de ', se
observa como anisotrépica de acuerdo a

asy

dQ) =2mwdcost = .
racoes v2(1 4 B cos)?

Al aumentar (3 el haz se cierra y la radiacién se corre al azul en la direcciéon
de movimiento (6’ = 0), dando lugar a una amplificacién de la intensidad
observada, en el efecto conocido como “beaming”. (84.2.3)

10



4.1.7. Campos electromagnéticos

Los campos electromagnéticos pueden ser descritos mediante los potenciales
escalar, ¢, y vectorial, A, que se combinan en el cuadrivector,

oo (%)

Adicionalmente, se define el operador de derivacién, de tipo contravariante,

/10
aoc:<catav>7

el cual permite expresar ecuaciones fisicas fundamentales de manera com-
pacta. Si los potenciales electromagnéticos cumplen con la norma de Lorenz
lo hacen en cualquier marco de referencia inercial, ya que ésta tiene expresion
covariante,

(4.28)

(4.29)

10¢

c ot
Una implicacion es que la norma de Coulomb, V - A= 0, no es invariante.
Las fuentes de los campos electromagnéticos son las densidades de carga y
corriente eléctrica, que se combinan en el cuadrivector,

a_ [ prc
”‘(f)'

La ecuacién de continuidad se puede expresar de manera covariante como,

dp
Liv.7=0
ot TV

La generalizacion de los campos electromagnéticos requiere extender el
concepto de cuadrivectores al de tensores: un escalar es un tensor de rango
cero, un cuadrivector es un tensor de rango uno, y tensores de rango dos
pueden describirse mediante matrices de 4 x 4. Esta generalizacion puede
continuar a tensores de rango arbitrario. Se construyen los campos electro-
magnéticos mediante un tensor antisimétrico (F*? = —F#®) de rango dos,

+V-A=0 = 09,A°=0. (4.30)

(4.31)

= Oa)®=0. (4.32)

FP =948 — 9P A~ (4.33)
que se puede representar como,
FOO pOL g0z po3 0O E E, E.
pos _ | FYOOFY F2 FB | —E, 0 B. -B,
S| F*® P P2 F® (| -E, -B. 0 B,
F30 p3t 32 pss -E. By, -B, 0
(4.34)
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Definido este tensor, las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse de forma
invariante,

4
9sFB = g gopBY 4 gBpe 4 g FeB — (. (4.35)
C

La expresion de la izquierda corresponde a las ecuaciones de Maxwell con
fuentes, .
V-Ez47rp, Vxé—la—E:g]—’.
c Ot c
La expresién de la derecha se anula cuando hay indices repetidos, y contiene
las otras dos ecuaciones de Maxwell,

{a, 8,7} = {123} = VxB=0,

{o, 8,7} € {{012},{013},{023}} = VX E = i%]f.

Las ecuaciones (4.35), reemplazadas en (4.33), resultan en la forma cova-
riante para la ecuacién de onda con fuentes:

47 [_182 (%)Z—LL:-<Z—C»>7 (4.36)

85(96 A% = —— )~
c
aprovechando la norma de Lorenz. En la §4.2 se estudia la solucién de estas
ecuaciones para una carga en movimiento arbitrario.
La transformacion del campo electromagnético entre marcos de referen-
cia se hace mediante una doble transformacién de Lorentz, F®% = Ag‘AﬁF CH
resultando en las siguientes relaciones,

B =Ej B =Bj, Bv = (EL+ 5 x BL), Bu=~(BL - x B.).
(4.37)
Un campo puramente eléctrico (B’ = 0) o puramente magnético (E' = 0)
se transforma en un campo electromagnético (é £ 0, E + 0). El invariante
escalar F,3F*® = 2(B? — F?) indica que existe un marco de referencia
unico donde sélo uno de los dos campos, E o E, es nulo?.

La fuerza que ejerce un campo electromagnético sobre una carga, la
fuerza de Lorentz, se expresa de manera covariante como el producto del
tensor mizto de campo electromagnético, F% = n,gF*", y el cuadrivector
de velocidad,

F=(g/c)Fpu.

20tro invariante es el vector de Poynting. §25 “The Classical Theory of Fields”, Landau
& Lifshitz.
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Con el algebra adecuada se obtiene de (4.21),

d 9 - d - U =

— (ymc*)=qFE-¥, —(ymd)=q|E+—-xB]. 4.38
dt(v )=a o (1) q( + = ) (4.38)
La primera ecuacion denota el cambio de energia debido al trabajo del campo
eléctrico, mientras que la segunda ecuacion es la expresion clasica para la
fuerza de Lorentz, con un factor v adicional.

4.2. Campos de una carga en movimiento

4.2.1. Carga en reposo y en movimiento rectilineo uniforme

La densidad de una carga puntual en reposo es p(7,t) = —e §(¥ — 7.), para
un electrén (¢ = —e) situado en la posicién 7. Para una carga en reposo
la densidad de corriente es nula, 7= 0. Independientemente de la norma, el
potencial escalar se obtiene (4.36), que resulta en la ecuacién de Poisson,

V20 = —4mp,

con ®(7,t) = ®(F). Realizando el cambio de variable, B = 7 — 7., tenemos
p(7,t) = p(R) = —e 6(R)/R?, para la funcién delta en coordenadas esféricas
(R,0,¢). Reduciendo ®(7,t) a ®(R), e integrando la ecuacién de Poisson

sobre una esfera de radio a centrada en la carga,

1 d 5 d® 0(R) d® dme
e — 4 °oF _ e
R2dR (R > R T YT e

dR

para a > 0.

Al integrar sobre a podemos obtener el potencial de Coulomb,

—e —
7 — A=0, 4.39
o) = == (4.39)
y campos electromagnéticos,
Lo P, _
EfF)=eF—5% B=0. 4.40
(M) =e e (4.40)

Para un electréon en movimiento rectilineo uniforme, consideramos la po-
sicién T (t) = Zvt + b, y la transformacién de los campos Coulombianos
desde el marco de referencia del electrén con la carga en reposo pero des-
plazada del origen, 7, = 4 b, es decir

—e -,

1A — ’ AIZO.
(25(7”) \/x/2+<y/_b)2_|_212

13



Los potenciales se transforman como ¢ = y¢'; A= v(v/e)d'z, es decir,

(b(ﬁ t) _ —€y —*(H ) —G’Y(U/C)f

= A = .
Pa—oP =P+ T A=t =0+ 2

Los campos electromagnéticos se pueden derivar directamente de estos po-
tenciales. Alternativamente, se puede hacer un desarrollo similar al anterior,
aprovechando las transformaciones de los campos (4.40),

—

_ _ _ _ _ _ v _
EH:E|,|’ EJ_:’)/ESJ B:BJ_:’YEXE/L'

4.2.2. Potenciales de Liénard-Wiechert

El campo electromagnético producido por una carga en movimiento arbi-
trario se obtiene de las ecuaciones (4.32), dadas las formas funcionales de
p(7,t), 7(7,t), que para un electrén con una trayectoria arbitraria 7. (t) son,

p(Ft) = —e §[F— ()], TRt = —ed(®)d[F—7®)].  (4.41)

Los potenciales se pueden obtener con el método de la funcién de Green?.
La deduccién alternativa a continuacién aprovecha cantidades invariantes.
Podemos transformar el potencial de Coulomb del marco de referencia
en reposo instantdneo con el electrén (O') al marco del observador O, consi-
derando al electrén en un instante distinto al tiempo de la medicién, ¢, # ¢/
(fig. 4.3). En O’ los potenciales estan dados por
N —¢ AT (d 1) —
¢(T,t) |7“_;(t/)—7:;e(t,e)" A(T,t) 0, (442)

con A'®Al = —e2/|r'(t') — r'c(t)|? invariante para una eleccién convenien-
te de t.. Para encontrarla construimos el cuadrivector R® que describe el
contacto causal entre el electrén y el evento de medicién del campo,

a ct — cte
R(ﬂﬂ—ﬂ@))’

ue cumple R,R* = 0 en cualquier marco de referencia. Por ende
(6% 9

Pt —t )2 +|F(t) —T(t))? =0 =  te=t—|F(t) = Fu(te)|/c. (4.43)

3Ver Jackson §12.11. El capitulo 14 de Jackson muestra la deduccién mediante la
funcién de Green.
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Figura 4.3: Electrén en movi-
miento arbitrario visto desde el
marco de referencia O. El vector
7 denota la posicién del observa-
dor en el instante t, y 7 (t.) la del
electrén en el instante t.. El vec-
tor ﬁ conecta ambos eventos.

Esta expresién define al tiempo retardado, t., como solucién de la ecuacion
implicita (4.43). La invariancia de R en el marco de referencia del electron,
implica

—E( )2+ () = ()2 =0,
de donde ¢/ (17, ¢') = —e/c (' — ). Haciendo el producto escalar de R* con
el cuadrivector de velocidad de la particula medido en t = t., obtenemos el
escalar:

U Ry = = (t — te) + Te(te) - (F(t) — Telte)) = —¢* (' = 11)

donde U, = dr,/dt. El invariante u®R,, nos permite expresar ¢’ en términos
de t y te,

—e€ —e

con R = 7(t) — 7,(t,), la parte espacial de R®. Mediante una transformacién
al marco del observador, obtenemos la forma covariante para los potenciales
electromagnéticos,

B _ (—e) 1\ _ (e’
A= R(l —776-}?/0) ( Ue/c ) ~ u®R, (4.44)

Estos potenciales son invariantes y toman la forma (4.42) en el marco de
referencia del electrén. La expresién (4.44) corresponde a los potenciales de

15



Liénard-Wiechert, que se escriben también como,

—eT,/c
R (1 -R. ﬁe/c)

Y .
R(lR-Ue/C)]te’ A=

] . (4.45)

Desde el punto de vista matemadtico los potenciales de Liénard-Wiechert
tienen también una solucién avanzada, que corresponde con el electrén en
ta = t+ |7(t) — 7e(tq)|/c. Esta solucién se descarta al no cumplir con el
argumento de causalidad fisica, ya que la informacién de la carga llega al
observador después de la medicion del campo. Un argumento anédlogo dice
que los potenciales retardados corresponden con ondas que divergen de la
carga mientras que los potenciales avanzados corresponden con ondas que
convergen hacia ella, contrariamente a lo observado en la naturaleza.

Derivando las expresiones para los potenciales de Liénard-Weichert, ob-
tenemos los campos electromagnéticos correspondientes:

-,

s _ —e| (R=B) —e |Rx ((R—B) x B)
Ert) = R2 [72(1 _R. §)3LE + Re (1— R. 5)3 )
B(f,t) = RxE(71), (4.46)

donde la posicion, velocidad v, = Ec, y aceleracién a = gc del electron se
evalian en t.. El campo electromagnético tiene dos componentes: un “campo
de velocidad” (o< 1/R?), generalizacién del campo de Coulomb, y el campo
de aceleracién (x 1/R),

o .. —e|Rx((R-75)xB) I S
Erad(rat) - E (1 _ R ﬁ)g ) Brad(rat) =R x Erad(ryt)-

. (4.47)

La propagacion de energia electromagnética esta descrita por el vector de
Poynting, dado para un campo de radiacién por,

2 A
R, (4.48)

— —

- C C | =
S = E Erad X Brad = E ’Erad

aprovechando (4.47) y la perpendicularidad® entre Ry Erqq. De aqui se
obtiene la potencia total radiada por el electrén y su distribucién angular,

. . dP
P:/S-da:/i]Emd _c
47

* R0
dQ ~ 4x
a través de @ x (b x &) = (@-&)b— (@ - b)é.

|RE,qal®.  (4.49)
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Figura 4.4: Origen de referencias O elegido tal que r. < r. El origen estéd en
el punto negro, cercano a la carga situada en 7, mientras que el punto de
medicién esté del lado izquierdo en 7.

La proporcionalidad Emd x 1/R indica que la radiacién se diluye de acuerdo
a la dependencia del dngulo sélido con la distancia.

En problemas astrofisicos la distancia r entre el observador y la carga es
mucho mayor que la regién en la cual ésta se mueve, la cual define la escala
re < r. Podemos entonces aproximar

Rxr—7-7e, texmt—r/c+7T Te(te)/c. (4.50)

A orden cero R =~ r, siendo la posicién del punto de observacién relativa al
observador, 7, constante (fig. 4.4).

4.2.3. Foérmula de Larmor y distribucién angular de la ra-
diacion
Los patrones de emisién estan determinados por la distribucién angular de la

potencia (4.49). La expresion general que resulta de (4.47) para la potencia
recibida por un observador en un tiempo ¢t es,

2

dQ  4xc3

(4.51)

~

dP(t) €2 [Rx((}?—gxﬁ,)]
(1-R-G)

te

Analizamos a continuacién la forma de dP/dS) para tres casos importantes.

(a) Particula no relativista: férmula de Larmor

Para una carga en movimiento no-relativista (8 < 1), los campos de radia-
cién estdn dados por:

Ql

- a e T X
Erad = T, Brad = 672 r ) (452)

i
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1.0 4 =0
a
0.8
N A
S
0.6
0.4 Figura 4.5: Patrén de
emisién dipolar. La emi-
0.2 ., . . ’
sién tiene simetria sobre
0.0 el angulo acimutal.
—-0.2
—0.4
71“0 7(:"‘5 0:0 O.‘S 1.‘0

con la aproximacién adicional ¢, ~ t — r/c. La potencia radiada por dngulo
solido queda descrita por la forma,
dP(t) e? 5  e%a?

C —
— 2 = —|RE,gq|* ~ — | P xa)lf = i
dQ 47T| rad 4ded 7 (7 > a@)] 4ded

con 0 el angulo entre la linea de visién y la aceleracion, cosf = 7 - a. El
patréon de emisién se anula en la direccién de @, independiente del vector de
velocidad (fig. 4.5). Esto es particular al caso no relativista, siendo que en
general el vector ﬁ juega un papel importante.

Al integrar sobre df2 obtenemos la potencia total radiada en funcién del

tiempo,

sin? 6, (4.53)

2e2a2
P(t) ~ 33

Esta es la forma no relativista de la formula de Larmor. Tres puntos a notar:

(4.54)

(i) una carga acelerada radia proporcionalmente al cuadrado de su carga
y aceleracién, P o< a’e?; esto se aplica en el caso general.

(ii) la emisién tiene un patrén dipolar (o sin?@); en el caso relativista el
patrén es mas complejo, pero retiene parcialmente el aspecto dipolar.

(73) si el vector @ tiene direccién fija, entonces E o« 7 X (7 X @) también
tiene direccién fija, y la radiacion tiene polarizacién lineal.

La expresiéon no relativista de la férmula de Larmor (4.54) se generaliza
directamente a una expresion covariante,

2 2
P= 3—23%@“, (4.55)
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Patrones de emisién: 3 | B, caso semi-relativista Patrones de emision: & || 8, Iimite relativista

w

vy~ 0apPrdQ
N

-3 -2 -1 0 1 2 3 -20 -15 -1.0 -05 0.0 0.5 L0 15 2.0
R ve

Figura 4.6: Patrones de emisién para una carga con @ || 5 , en el caso mode-
radamente relativista (izquierda), y ultrarelativista (derecha).

que tiene la forma,

S\ 2
_ 2¢? o | (d(vB) dy 2 _ 2¢? 4 2 6 2
P(t) = 307 (dt - (dt> =33 (7 aj +v CLH) ,  (4.56)

siendo a|| y ay las componentes de @ paralela y perpendicular al vector de
velocidad (ec. 4.23).

(b) Particulas relativistas

El patrén de emisiéon para un movimiento arbitrario estd descrito por la
aproximacion de la expresién (4.51),
ap e [ix((F-B8)xa)

=,

dQ  4we3 (1—7-F)3

te
Analizamos este patrén para dos casos particulares:

» al f: desaparece la velocidad en la parte superior de la expresién (4.51),

2
dPt) e* |Px(Fxa)| ea? sin? ¢
dQ 4w | (1 -7 3)3 ~ 4ne3 (1 — Bcosh)s”
Este patrén se ilustra en la figura 4.6 para los casos semi-relativista y
el limite v — oo. Los dos extremos de esta funcién son: sin @,,;, = 0,
donde la emision se anula; y el maximo de emision,

(V1+245% —1) 1

13 = Opaz(y > 0) > —=.

5

coS Omar =
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Patrones de emisién: 5L§, O plano xz, caso semi-relativista Patrones de emisién: 5L§, modulacién f1, caso semi-relativista
8

— B=0.0 ol — B=0.0
— B=0.1 — B=0.1
— B=0.2 — B=02

=03 34 B=0.3
— B=0.4 — B=0.4

1 B

-

)

-4

Figura 4.7: Patrones de emisién para una carga con @ | 5 , en el caso modera-
damente relativista, considerando la componente para sin ¢ = 0 (izquierda)
y la componente adicional, f; (derecha). La emisién total es fy 4 f1 sin® ¢.

m para a L E debemos usar la expresién general (4.51), que se visualiza
definiendo la orientacién de los vectores. Por ejemplo,

7= 2cosf + (£ cosp+ ysing)sinb, E: 8%, d=al.
Con estas definiciones, la expresién (4.51) queda

ar e2a® | (cosf — B)? + sin? ¢ sin? 0/~>
aQ  4rnc? (1 —Bcosh)®

Los patrones son de forma manifiestamente dipolar en ¢ para una
apertura 6 dada: la expresién dP/dQ oc fo(6, 3) + f1(0, B3) sin? ¢ oscila
entre un minimo local dP/d) « fy, para sin® ¢ = 0, y un maximo local
dP/d) < fo + f1, para sin? ¢ = 1. Las formas de estas dos funciones
se muestra en la figura 4.7. El maximo de emisién se da en § = 0, con
el limite v — oo dado por,

P (6%2) 16 [{1 — (70)%} +4(~0)? sin ¢

dQ = \dne? {1+(0p2)

La figura 4.8 muestra las dos componentes, y la suma al considerar

(sin? ¢) = 1/2.

El analisis riguroso de la relacién entre los patrones de emisién y su integra-
cién sobre df) debe considerar que las coordenadas de la carga son medidas
ente~t—r/c+r-r(t.)/c, que no es funcién lineal de t. Esto resulta en la
disminucién por un factor de 72, conforme a la expresién (4.55).
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Patrones de emisién: & L 8, limite relativista

16 fo
f1
fo+f1

14

12

10 +

vy-8dP/dQ
(e

T T T T T
-20 -15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
ve

Figura 4.8: Patrones de emisién para una carga con a@ | 3, en el caso limite
relativista, con la componente fy en azul y fi en rojo. La curva en negro
representa la integracion sobre d¢, usando <sin2 ¢) =1/2.
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4.2.4. Distribucién espectral de la radiacion

Mientras que la potencia mide la energia radiada por unidad de tiempo,
P(t) = d€/dt, el espectro estd dado por la distribucién en frecuencias de
la energia radiada, es decir P(w) = d€/dw. La distribucién angular de la
energia radiada relaciona la derivada dngular de ambas,

+oo g +oo g
dQ L/ AQdt ‘]L a0dn (4.57)

considerando que frecuencias negativas no contribuyen. A través de (4.49)
es posible encontrar la distribucién de energia de

+oo (€ +oo . ) c Too . )
A %Eﬁmwiﬁmg;WE@\ﬁ—igé )REwﬂdw

donde aprovechamos la relacién de Parseval,
“+oo +0o0 R
/ ]REOPﬁ:i/ |RE (w)[2dw,
- —o0

con RE(t) y RE(w) relacionados mediante la transformada de Fourier,
o 1 +o0 ~+o00

Lo . 1 . A
RE(w) = 7= ) RE(t)e™'dt, RE(t) = 7= RE(w)e “'dw .
(4.58)

Para E real E(—w) = E*(w). De la expresién (4.47) para el campo de
radiacion se tiene
+o00
L.

Para avanzar usamos la aproximacién R ~r, t >~ t.+r/c—7-7e(t.)/c para
cambiar la variable de integracién, notando dt = (1 — 8 - #)dt.,

/+°° P {(F = q)q 8y gielte=i7 /) gy
—o0 (1—7-5)>

sacando el término unitario ¢"/¢ de la integral. Jackson (§14) afirma que
el término en paréntesis es una diferencial exacta,

mq@—lx@ :drx@x@]
(1—7-5)? B

2 x {(R-F) x 7} ?
(1-R-B)3

d€ B e2
dQdw — 4m2c

le

2
dP(w) & e?

dQ  dQdw  4Anlc

)

>
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que permite una integracion por partes y reducir la expresién para la distri-
bucién espectral y angular a

d&€ e2uw?

dQdw — 4m2e

+o0 o . .
/ P x (F x B)ewtTTet)/e) gy

—0o0

‘ 2

(4.59)

cambiando la variable de integracién (muda) a ¢t. La energia total radiada
por unidad de frecuencia queda como

2
dQ.  (4.60)

A& e2w? +oo S -
- _ " o " iw(t—7r7e(t)/c)
P(w) o 1 / ‘/_OO 7 x (7 x B)e dt

Uno no puede conocer el espectro y la potencia radiada mas alld de un limite
AwAt = 1. En un movimiento periédico, podemos definir la energia radiada
por unidad de tiempo y frecuencia dividiendo por el periodo T"

d& 1 d€
dQdwdt — T dQdw’ (4.61)

donde el espectro estd dado en frecuencias armoénicamente relacionadas,
wp, = nwp con wy = 2w /T y n entero. Esta expresién puede también usarse
para definir la distribucién en frecuencias de la potencia un campo observado
por un tiempo T suficientemente largo, para cumplir con Aw — 0.

4.3. Sistemas de cargas en movimiento

4.3.1. Aproximacion dipolar

La ecuacién de Larmor no relativista (4.54) puede generalizarse a un sistema
de cargas,

-

2,2 T2 L
P(t) = 22%‘ Co 2O g = S g - / (7, 1) Fdr, (4.62)

3c3 3c3

siendo d el momento dipolar de la distribucion de carga. Los campos de
radiacién y la distribucién de la potencia radiada estan dados por,

P x (7 % d)
2 )

, Pxd  dP@) A2 .,
Boq(t) = — ) = sin” 6
raa(t) rc? dQ dres S
(4.63)
donde 7 es la posicién del observador con respecto al centro de la distribucion
de carga, suponiendo R; = ¥ — 7; ~ 7.

Erad(t) = re
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El espectro de radiacion dipolar se obtiene a partir de la transformada
del campo eléctrico,

o w? -

Erad(u.)) = —@ 7 X (TA' X d((.U)), (464)
con d(w) la transformada del momento dipolar. El factor —w? proviene de
la segunda derivada temporal del dipolo. La aproximacion dipolar ignora el
término 7 - 7 /c dentro de la exponencial arménica (4.59), lo que da

dP(w) & wtoo 2, 4ot | -
= = sin2f, P(w) = — ‘d
o @@ a0 @)= 3@ |d)
La aproximacién dipolar es véalida para distribuciones de carga contenidas
en una region de tamano L < r, siendo r la distancia entre la carga en t, y
el punto de medicién en t > t.. Una aplicacién directa es el tratamiento de
la emision de frenado, o bremsstrahlung (§4.4).

2
‘ (4.65)

4.3.2. Expansién multipolar

Un tratamiento méas detallado de una distribuciéon de carga considera la
transformada de Fourier de los potenciales vectoriales de acuerdo al principio
de superposicién,
-
AY(Ft) = ! M S(t' —t+ |7 —&|/c) >z dt’ (4.66)
cl) |F—2
con o = 0 para el potencial ¢ y la distribucion de carga pc. Aqui & denota la
posicién de cada elemento de la distribucién de carga y corriente evaluados
en el tiempo retardado ¢’ correspondiente. Bajo la aproximacién de campo
lejano, la regién de densidad de carga y corriente estd localizada y tiene
dimensiones mucho menores que la distancia a ella. El origen de coordenadas
se sitda en la distribucién, lo que nos permite aproximar |7 — Z| = r — 7 Z,
en el tiempo retardado, y | — Z| = r en el término inversamente lineal,

AX(F,t) = 7“1c/ja (@)t —t+r/c—7-Z)c) d®x dt’ .
Considerando la transformada de Fourier de A% tenemos,
A% (Fw) = i /]a (Z, )5t —t+r/c—7-T)c) e dPrdt dt.
Al hacer la integral sobre ¢ con la funcién § tenemos
-

iwr/c L
AQ(F, w) — s /jOé (f, w) ezwr-x/cdi’)x ) (4.67)
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El desarrollo en serie de la exponencial lleva directamente a la expansién
multipolar de los potenciales electromagnéticos,

oo e~wr/e 21 i\ ™ o e
AY(Fw) = s E_:On!(c> /(rx) 9(F w)dPx (4.68)

la cual converge rdpidamente para |wZ/c| < 1 = = < \.

A primera vista la condicién x < A no es obvia en entornos astrofisicos;
sin embargo, las dimensiones de x se refieren a las zonas en las cuales las car-
gas producen radiacion, las cuales son microscépicas. Si tenemos cargas en
movimiento relativista, éstas ocupan generalmente regiones de dimensiones
L ~v/w~ (v/c)X < A. Esto permite caracterizar el campo mediante una
expansion que generalmente utiliza pocos términos. Solo para sistemas elec-
tromagnéticos macroscépicos, como por ejemplo estrellas de neutrones, no
se cumple < \. Atn asi, la expresién general (4.67) sigue siendo aplicable.

Lejos de la region emisora el campo se comporta como una superposicion
de ondas planas. Determinando A se calculan ambos campos:

E:fof, E=DBx#.

2

Despreciando términos en r~~, se tiene

B=Ax#/e, E=(Ax?)x#/c

Los primeros términos de la expresion (4.68) dan lugar a los siguientes mo-
mentos multipolares:
e n =0 = momento dipolar eléctrico: a partir de

/j(a_c',t)d%:: /fi’p(f,t) Bz = /j(a_c’,w)d?’:v: —iw/:ﬁ’p(f,w)d?’x,

se obtiene el potencial

o —iwr/c e*lwr/c .
A0 (7 ) = © / 7 ) e — i 4.69
(Fw) = [Azw)de = (ciw)dlw),  (169)
y los campos dados por B = —iwA x 7/c, E = B. Expresando los campos
en funcién del tiempo,

o d = dx7 = (;jx 7) X 7
AOF == = BO@F1 = EO(F 1) = —"— "~ (4.70
(1) = = (70 = S50 BOG ) = SE0EE @)
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e n =1 = momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico.
La contribucion total es de la forma,

. —iwr/c /s
Aw == (%) [0 zw ds.

rc C

donde, a partir de (Z x 7) x # = (7- Z)7— (7 - )&, separamos la integral como

(- 8)7= 3 DT+ (- + 5 (%) x 7.

N

El término de la derecha corresponde al momento dipolar magnético, mien-
tras que la primera parte en integral, dentro de los corchetes cuadrados, da
lugar al término cuadrupolar eléctrico.

— El término dipolar magnético sale de la integral

. —wrfc s, —iwr/c /s
A (7 ) = € (Zw)/;(”xj)xfd?’x—e (“")mx ,

rc C rc C "
(4.71)

con el momento dipolar magnético definido por la expresién,

7 = ;/(fx 7 dz. (4.72)

Los campos electromagnéticos asociados son,

. —iwr/c 2 . —iwr/c 2
B(F,w) = & (“’) (M x ) x 7, B(Fw) =2 (“’) P x i

re c rec c
(4.73)
con dP/dS) o< w*|mi(w)|?sin? 6, siendo 6 el dngulo entre m y 7.
— El término cuadrupolar eléctrico es,
AW = S (“") [316- 07+ pa) (4.74)
ge \'> - re c 2 J J ) .
—iwr/c sz (_‘ ) —iwr/c 2\
e w iw N W - w” .
N rc <c> 2 /ac(r z) p@) d rc (60>Q(r)’

Lu

donde la integral es igual a un tercio de Q(f) =
tensor cuadrupolar eléctrico en la direccion 7, Q,(7)
momento cuadrupolar dado por

sz/ (31‘ij — :1:2%-) p(Z) d3z (4.75)

la proyeccion del

P
>0 Qi (rj/r), con el
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definido simétrico y con traza cero. Los campos correspondientes son

—iwr/c ()3 - Lo ‘e—iwr/c w3 - X
- (62) )i, BFw) = 1" <62> () <7
(4.76)

El potencial vectorial, expresado en funcién del tiempo y desarrollado
para n = 0,1, queda como,

B d ixi 7-Q
AP, t) = — cee 4.77
(7%) rec + rec 6rc? + ( )
con los campos electromagnéticos dados por,
-, 1 R . 1 =
B = M{dxﬂ(mxf)xmﬁcchﬂ...}, (4.78)
_ 1 o . 1 =
Brt) = Tcz{(dxf) x i 47 i o (G xF) xf—i—...} - (4.79)

La distribuciéon angular de la potencia radiada estd dada por

dP _ C - 2

— = —|rB|”.

Q)  4rw
La expansién multipolar resulta en los términos correspondientes en la ecua-
cién de Larmor,

20 2 || G |P fot (o oy W 2
P(t) = . > Plw)=—1(|d 7 —
()= %3+ 53 g st ) =5z (4P + 1)+ 5oz 1@+
(4.80)
La expansion a dérdenes superiores se puede realizar mediante armonicos
esféricos. (Shu 13, 14; Rybicki §3.1 a 3.3).

4.4. Bremsstrahlung

La radiacién producida por la deflexién entre cargas se conoce como bremss-
trahlung, radiacién de frenado o radiacion libre-libre. Es un mecanismo im-
portante de enfriamiento en plasmas astrofisicos. La caracterizacién de la
emisién debida a dos cargas que interaccionan a través de la fuerza Coulom-
biana puede hacerse con un tratamientl clasico cuando la energia radiada
en la interaccion es mucho menor que la energia inicial del sistema; el caso
opuesto requiere un formalismo cudntico. Se puede emplear una aproxima-
cién dipolar para interacciones no relativistas (v < ¢), notando que el dipolo
de dos particulas de misma carga y misma masa es nulo.
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4.4.1. La deflexién de un electrén por un nicleo

Cuando la energia radiada en la interaccién de dos particulas, con cargas
q1,q2 Y masas mi,me, es despreciable en comparacién con la energia total
del sistema, &£, podemos describir la interaccion entre dos cargas empleando
la solucién del problema de dos cuerpos con una interaccién de Coulomb,
con conservacion de la energia y del momento angular, E,

. 1 7192
E = = 242 2 —_ 4.81
2m1]v1| + 2m2|v2\ + A (4.81)
E = my 7] X U1 +moTy X U, (4.82)

siendo 7}, U; las posiciones y velocidades respectivas. El caso de interés co-
rresponde al de un electrén, ¢ = —e, m; = me, deflectado por un ntcleo
atémico, g2 = Ze, mg = Am,. El problema se reduce empleando la posicién
relativa, 7= 7] — 7, y la masa reducida m = myma/(mq + ma):

2
e=tmppr_ 2 Tomixw, (4.83)
2 r

dejando de lado el movimiento del centro de masa. Fijando eje Z paralelo a
E, podemos describir el movimento en el plano perpendicular en términos de
{r(t),¢(t)}. En la descripcién clasica trayectoria r(¢) es eliptica, parabdlica,
o hiperbélica, dependiendo de los valores de £ y L, notando que el caso £ < 0
no es tratable de forma clésica. El problema de bremsstrahlung refiere a la
deflexién de un electron libre, £ > 0, con la trayectoria descrita por una

hipérbola:
a(e? —1)

=~ 7 4.84
gcosp+ 1’ (4.84)

()
donde a = Ze?/2€, e = (1 + 2EL%/mZ%e?) Y2 5 1. Es util plantear el pro-
blema en términos de la velocidad inicial, vy, y el pardmetro de impacto, b,
relacionados directamente con la energfa, & = mvZ/2, y el momento angular,
L = mbuy, es decir

2 L
Y = aVeZ — 1. (4.85)

m T 2mé&

donde 7 = Ze? /mv? es la escala de tiempo de la interaccién. La aproxima-
cién no-cudntica es correcta para,

h
L>h = b>»—. (4.86)
muvg
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4.4.2. Aproximaciéon para deflexiones pequenas

La solucién al problema de dos cuerpos (§4.4.3) muestra que las asintotas
de la trayectoria hiperbdlica corresponden con las rectas

A6l Ze?
2 -1/2 2 ~1/2
z=asty(e’ -7 = tan (2) =@ -n7r= bmud

definiendo al dngulo de deflexién Af# como el dngulo entre las asintotas. La
condicion para deflexiones pequenas queda como
Ze?
b> —5. (4.87)
mug
En la figura 4.10 se tomé6 € = 2, lo cual resulta en una deflexién con exécta-
mente Af = 60°, la cual no puede considerarse pequena. La cota para de-

flexiones pequenas es mayor que la requerida para el tratamiento no-cuanti-
co (4.86) si,

Ze? h
0 0

con o = e?/hc ~ 1/137 la constante de estructura fina. Esta condicién
requiere un movimiento no relativista.

Una ventaja importante de la aproximacién de deflexiones pequenas es
el dar expresiones mayormente correctas. Permite suponer al electréon en
una trayectoria rectilinea con velocidad constante, ¥ = v, situando al ion
estédtico en el origen, de forma que y = b. El momento dipolar eléctrico del

sistema es d = —er, y su segunda derivada d = —ed, con transformada de

Fourier
- —e +oo

2
—wd(w) =
( ) vV 21 J—o00
Al aproximar la trayectoria por una recta (fig. 4.9), la aceleracién estd dada

por,

a(t)e “tdt . (4.89)

_Ze* qut/b+
mb? {(vt/b)2 + 1}%/%

de donde, reemplazando s = vt/b,

- e Ze2\ b [t s+ w
d(w) = — — / —_— —i | — ds. (4.90
() w227 < mb2> Voo (82 +1)3/2 exp{ ! (’U/b) S} s )
La interaccién dura un tiempo 7 = b/v. Para frecuencias w > v/b, la expo-
nencial compleja oscila muy rapidamente y la integral tiende a un valor muy

a=
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y a(t)/(Ze?/mb?)
11
- a,
l =2 -1 1 R t/(b/v)
,e 3 - + + + +
-
r b
Vb= e !

Figura 4.9: Trayectoria y aceleracién en una interaccién con deflexién pe-
quena.

pequenio. Para w < v/b, aproximamos simple y llanamente la exponencial a
uno, resultando en d,(w) — 0, y la integral sobre ¢ cercana a 2, de donde

B {—2(e/w2 2m) (Ze? /mbv) i) para w < v/b, (4.91)

dw) ~ 0 para w > v/b.

De esta expresion podemos estimar la energia radiada por unidad de fre-
cuencia en una colisién de un electrén con un ntcleo de carga +Ze para una
velocidad asintética v y parametro de impacto b,

€ dw 872e8 /3mrm?c3 v?h? para w <K v/b,

4
- —_ 71 2 —
dw(v’b) 3 [d(w)] { 0 para w > v/b, (4.92)

c3

El espectro de una interaccién se aproxima a una funcién escalén en w.

Podemos determinar la emisividad de un plasma con densidad de iones n;
y densidad de electrones n., al considerar el flujo de electrones de velocidad
v incidiendo sobre un ntcleo en un anillo de radio b y ancho db,

dg(v) bmaz a& 16 Z2€6 bmaw
_ 7 = i Ne —_ 7b 2 bdb = T 5 o e Zl I
AV do nnv/b w(v ) 27 3m2c3vnn n(bmm)

(4.93)
donde el rango finito de valores de b asegura la convergencia de la integral.
El limite superior puede tomarse como by,q; =~ v/w, generalmente me-

1/3

'min

nor a me ', excepto en casos extremos (T' ~ 10 K, w ~ 10 MHz). Por
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otro lado, tenemos ya identificados dos limites inferiores: el de validez de
1)

la aproximacién de deflexiones pequenas, b > b, ' = Z e?/mv?; y el limite

cuantico, b > bgzn = h/mu. El limite cuédntico es superior al de deflexiones
pequenas si v/c & Za, donde o >~ 1/137 es la constante de estructura fina.
En este caso, podemos tomar by, = Ze> /mv2 dentro de la expresion; en
caso contrario, debemos considerar correcciones cuanticas.

El resultado exacto puede referirse a la aproximacion aqui tratada defi-

niendo el factor de Gaunt, gs¢(v,w), tal que

df(v) 16w Z2e"
dtdVdw — 3v/3m2c3v

nenigff(v,w) . (4.94)

Para deflexiones pequefias y un movimiento no relativista (v/c < Z/137),

VB (o) N (mv3/Ze2> |

grt(v,w) = (4.95)

T bmin T w

valido para w < mwv®/Ze?. Finalmente, notamos que la condicién de que
energfa radiada sea mucho menor que € viene siendo (d€ /dw)(v/b) < mv?/2,

lo cual se traduce en
Ze2 (v 16 \1/3
b>» —= | - — . 4.96
> muv? (c) (371'2) ( )

Este caso se cumple automaticamente al considerar deflexiones pequenas con
movimiento no relativista.

4.4.3. Bremsstrahlung clasico: movimiento hiperbdlico

El movimiento de un electrén no relativista interaccionando con un ntcleo
puede describirse empleando la trayectoria hiperbdlica (4.84). La dependen-
cia temporal se describe en términos de ecuaciones paramétricas, siendo mas
conveniente el uso de coordenadas cartesianas,

z=a(e—coshy), y=aVve?—1sinhy, t=r7(esinhy—1), (4.97)

donde 7 = Ze?/mwv? es la escala de tiempo de la interaccién, a = Ze? /mu?,
y el pardmetro ¢ va de —oo a +oo. El rango de z es (—oo, +00), mientras
que y € (—00,a(e—1)], con t funcién creciente mondtona de 1. El parametro
de impacto es b = ave? — 1.

La figura 4.10 ilustra este movimiento, calculado mediante la expre-
sion paramétrica. El espectro emitido durante un encuentro se obtiene de
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Figura 4.10: Movimiento de una carga en un campo central Coulombiano de
acuerdo con la parametrizacién (4.97). Se tomé € = 2 cubriendo un rango
en ¢ de £3, y un movimiento de abajo hacia arriba. El centro de atraccién
estd en el origen, el pardmetro de impacto es b = v/3. Se muestra el punto
mas cercano de la asintota ¥ = +o00, separado del origen una distancia b.

la expresion (4.65), usando la transformada de Fourier del momento di-

polar d(w) = mi(w)(q1/m1 — g2/m2), con m la masa reducida. Se usa
(q1/m1—q2/m2) =~ —e/m para calcular la transformada de Fourier de {z, y},

zw) ) _ _ a too [ \/e2 —1coshe , ‘
(5 )= = L (il e tisrty - sty

y(w)
resultando en

2 __
2(@) = =L HY (iwre), yw) = YT WGy (4.08)

2w wT 2w c wT

con

H(l) _ i /+oo epw—ixsinhwdzﬁ’

p T Joo
la primera funcién de Hankel de orden p, y H(Y)’ su derivada, ambas definidas
a partir de funciones de Bessel.
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ax

041 : o | Figura 4.11: Componentes
021 de aceleracién de una carga
atraida por un campo central
Coulombiano. La componen-
w te en y representa la contri-
bucién dominante al proceso.
001 En este ejemplo € = 2.

La expresion para la distribucién espectral de energia durante una coli-
sién queda como

|

JE omealu?
_M(wﬂ? \H{w(iwra)!2+T!er(iwmﬂz . (4.99)

dw 3¢
Al integrar sobre b, donde bdb = a’c de, para un plasma con densidad de
electrones e iones n., n;, se obtiene

d&€ _ 42726
dVdwdt — 3m2c3v

Este resultado concuerda con el resultado para dngulos pequenos (4.94), con
un factor de Gaunt

iwT )| Hiwr (1wT) . (4.100)

nen; wt |H.,(

977 (v,w) = Wf wr|H., (iwT)| Hir (iwr) . (4.101)

A frecuencias bajas, wr < 1, wre < 1, se tiene Hp(iwte) — (2/in) In(2/ywTe),
y el comportamiento asintético de la funcién de Hankel da una expresién
casi idéntica a la de deflexiones pequenas,

) para w < mv®/Ze?, (4.102)
con v, = ¢ ~ 1.781073, y C' ~ 0.57721566 . . . la constante de Euler.

4.4.4. Bremsstrahlung térmico

Las expresiones anteriores se derivaron para electrones con velocidad fija
v. Una situacién mas realista es la de una poblacién de electrones con una
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distribucién de velocidades, f(¥), con el espectro dado por el promedio so-
bre esta distribucion. Si la poblacién de electrones estd en equilibrio a una
temperatura T, f(v) dv oc exp{—mv?/2kT} v? dv, se tiene

_de(T) dE (v)
= gavar = ) aavan! W@

32me® [ 27 _ _ _
= 33 \/%neniZ2T 2e=hv/kT G v (4.103)

donde gy es un promedio sobre velocidades del factor de Gaunt y j, la
emisividad del proceso, aqui isotrépico. Integrando sobre frecuencias encon-
tramos la potencia radiada por unidad de volumen,

de(T)  32meb QWann‘ 72
dtdV.  3hme\ 3m e 9B

= 1426 x 10T ergs tem 2 TV ?nen; Z% g, (4.104)

41y,

siendo gp el factor de Gaunt promediado sobre frecuencias. La emision
bremsstrahlung es un proceso muy eficiente de enfriamiento en regiones ioni-
zadas. Depende de la temperatura (7/2), el cuadrado de la densidad (n.n;)
y el cuadrado de la metalicidad (Z2). El libro de Rybicki-Lightman da una
discusién sobre el factor de Gaunt, el cual es generalmente del orden de uno.

4.4.5. Absorcion libre-libre

De acuerdo con la ley de Kirchhoff, a todo proceso de emision le corres-
ponde un proceso de absorcién, con coeficiente o, = 3,/ B, (T), siendo 7, el
coeficiente de emision y B, (T') la funcién de Planck. Para bremsstrahlung
térmico obtenemos,

466 \/? 2—1/2, -3 —hv/kT\ -
o, = I %neniZT v (1—6 )foa

= 37x10%em 'nen, 22 7712073 (1= M) g (4.105)

Una expresion ttil en el estudio de estructura estelar es la del coeficiente
de absorcién medio de Rosseland, dado por el promedio de a~! con dB/0T
cémo funcién de peso,

ar=17x10"Pem ' T2 Z2%n.n; g, (4.106)

con gg el promedio correspondiente de la funcion de Gaunt.
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4.4.6. Bremsstrahlung relativista

El tratamiento relativista es importante para interpretar la emision difusa
de rayos v debida a rayos césmicos o la generacién de cascadas electro-
magnéticas en la atmosfera, por dar dos ejemplos. Algunas consideraciones
iniciales:

» El rango de parametros de impacto. El caso relativista no cuanti-
co implica deflexiones pequenas, ya que,

2
v a _h (2) Ze
siendo Za < 0.19 para nucleos mas ligeros que el hierro. El limite

inferior a pardmetros de impacto es entonces by,in, = ii/mv — h/mec.

= Beaming relativista. El patrén dipolar clasico se altera por el mo-
vimiento, enfocandose a un haz de apertura 1/v en la direccién de
movimiento.

» Efectos cudanticos. Para pardmetros de impacto del orden de i/mc
entran en juego los efectos cuanticos y la emision puede estar dominada
por unos cuantos fotones de alta energia.

El tratamiento se simplifica en un marco de referencia en el cual el electron
tiene momentaneamente velocidad cero. El regreso al marco de referencia del
observador considera que la potencia radiada es invariante (ec. 4.55), siendo
P = d&/dt el cociente de dos componentes temporales que se transforman
de misma manera.

En su marco propio de referencia, el electrén percibe el campo elec-
tromagnético que resulta de la transformaciéon del campo Coulombiano del
nicleo, mismo que le proporciona una aceleraciéon

- 7€7E_’V _Ze® y (2ot +7b)
m m [y2p2¢2 —1—62]3/2'

IS
—~
~
~
S~—

I

I

El desarrollo es completamente analogo al empleado en §4.4.2, obteniéndose,

&’ 8725 1 , v

W(U, ) ~ WW para w < ?, (4107)
con d€'/dw" despreciable para w’ > yv/b. Esta expresién, referida al marco
de movimiento instantdneo del electrén, es idéntica a (4.92), excepto por

el término v en la frecuencia de corte. La integracién sobre pardmetros de
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impacto debe considerar un flujo de niicleos aumentado por un factor v en
la direccién de movimiento, de forma que un electrén radia

d&’ bmax d&’ 16 n; 2266 Y bmaa}
7dt/dvldw/ ('U) = Yn;v /mln (du]/) 27deb = 3m203 ; hl (bmzn> .

La eleccion de by,in ¥ bimas requiere especial consideracion: en el caso relati-
vista, la restriccién de emplear un tratamiento cudntico es mas estricta que
la de deflexiones pequenas, por lo que by, = h/mv — h/mec, sin incluir un
factor v ya que b es transversal a la direccién de movimiento. Por otro lado,
si consideramos atomos neutros, el efecto del apantallamiento de las cargas
se manifiesta con un corte en b,,qz =~ 1.4a0Z*1/3, con apg = A./a el radio de
Bohr. De donde, las pérdidas de energia estdn dadas por

¢ 16mn; Z%eb
dtdVdw — 3m2ct

In (192 Z—1/3) . (4.108)

Se pierde el factor v al retornar al marco del observador. El factor numérico
incluye la constante de estructura finay v/c — 1. La pérdida total de energia

resulta de integrar sobre frecuencias, desde cero hasta £ /h,
d€ 16 7%e° € 1

_ =173\ .
I 372 In (192Z ) n; dV ,

correspondiendo a una pérdida exponencial de energia que se puede expresar
en términos de la densidad de columna, dX = n; dV,

@€ __£ donde Xp = T16gem > A

iX X 07 Z(Z+1.3) (n(183 Z2-1/3) + 1/8)’

(4.109)

con A la masa atémica del material involucrado. Esta expresién incorpora
un calculo mas preciso realizado originalmente por Bethe y Heitler. Para
el aire Xg = 36.5gcm™2. Un electrén de alta energia en la atmésfera, de
espesor total un poco superior a 1000 gcm™2, emite fotones de alta energia
al atravesar una densidad de columna del orden de Xg. Véase también §4.7.5.

4.5. Radiacidon sincrotron

La radiacién sincrotron proviene de electrones relativistas en campos magnéti-
cos. Se caracteriza por dar lugar a un continuo polarizado, indicativo de
campos magnéticos, que puede abarcar una regién amplia del espectro. Se
observa en el medio interestelar, en remanentes de supernova y en galaxias
activas, entre otros.

36



4.5.1. Carga en un campo magnético uniforme

El comportamiento de una carga en un campo magnético se describe me-
diante la ecuacién de movimiento con la fuerza de Lorentz, ec. 4.38,

d(yme?) = . d(ymv) - U
T——BE"U, dt__e<E+c><B> (4110)

Considerando solamente un campo magnético (E = 0), la energia de la
particula se conserva y la ecuacién de movimiento se reduce a

dv

= =@p X7, (4.111)

definiendo la frecuencia de sincrotrén Gp = eB /yme = wp = eBc/E. La
frecuencia de sincrotrén es de la forma wp = wy/7y, donde wy = eB/mc es
la frecuencia de Larmor, proporcional al campo magnético e independiente
de la energia. Estas ecuaciones de movimiento no consideran pérdidas radia-
tivas, tomando en primera aproximacion la energia £ de la particula como
constante. Definiendo el eje Z con el campo magnético, B = BZ, obtenemos,

U(t) = wvsina{Z cos(wpt+ ¢) + ¢ sin(wpt + ¢)} + Zvcosa,
(t) = r¢{ sin(wpt + ¢) — y cos(wpt + @)} + Zvcosa -t + 7,
(4.112)

donde « denota el dngulo entre ¥ y B, que junto con las constantes v y
¢, estipula las condiciones iniciales. La posicién Z se escala con el radio de

Larmor,
vsina  pjc
Ty = = —

. 4.113
wpB eB ( )

El movimiento del electrén es una superposicién de un movimiento rectilineo
uniforme con velocidad v = v cos a sobre el eje Z, y un movimiento circular
uniforme en el plano zy, con velocidad v, = vsin «a, y frecuencia y direccion
de giro determinadas por Wp.

4.5.2. La emisién sincrotron de un electréon

Potencia total radiada

La potencia total radiada por un electrén viene dada por la férmula de
Larmor (ec 4.55) para a| = 0,

2¢? 2¢? 2¢4 B2
P(t) = 5 gauad" = @74@ = 372;7252, (4.114)
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i L ' ] Figura 4.12: Observador en

7 7 = Zcosf + Zsinf, viendo
0 | un electron moviéndose en el
P ] plano xy bajo la accién de
B = B:.

con B] = Bsina. Al promediar sobre dngulo sélido (sin®a?) = 2/3, y
podemos expresar la potencia promedio radiada por un electrén como

P(t) = %rgc (v*=1)(BY) = gaT (v*=1) uge, (4.115)

con re = €2/mc? el radio clasico del electrén, o7 = 8712 /3 la seccién eficaz
de Thompson®, y up = B?/87 la densidad de energfa del campo magnético.
Esta expresion es analoga a la potencia radiada por un electrén mediante
efecto Compton en un campo de radiacion con densidad de energia u,q.q.

El tratamiento cinemético supone £ = ymc? constante, despreciando las
pérdidas radiativas de energia. Un electréon en un campo magnético pierde
energia en una escala de tiempo

T:(W)lw?) me_ <1> e s 1
T \ydt T 2\r2B3 ) \y)’ paray '

Potencia radiada en funcién del tiempo

Para caracterizar la emisién sincrotrén en funcién del tiempo, consideramos
B = BZ y un movimiento circular en el plano zy, es decir o = /2,

E: B(Zcoswpte + Ysinwpte) , Te =1y (Tsinwpte — §coswpte) ,

con ry = Bc/wp. Situamos al observador con un dngulo 6 en relacién al plano
de movimiento del electrén, # = & cosf + Zsinf. El patrén de emisién estd

Sre > 2.8178 x 10713 cm, o ~ 6.652 x 1072° cm?.
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400 E 1 Figura 4.13: Pulso de la emi-
300 [ -  sién sincrotrén visto en térmi-
200 - 3 nos del tiempo retardado, fe y
F 1 del tiempo medido por el ob-
100 . .
. E 7 servador, t. En este ejemplo se
el L 4
S Obmhemteois tom6 f = 08 =y > L6T.
° 400 |- 1 El pulso en t. tiene duracién
300 - 1 At. x 1/, mientras que en t
200 3 tiene duracién At. o< 1/9%. Pa-
i ra valores grandes de +, los pul-
100 = 3 sos aparecen como lineas.
P RS R W
0 0.5 1 1.5
wgt

B

dado por la ec. 4.51, queda como

. 2
dP(t) B 2 |7 x ((f — ) x a) B 62%2952 (8 — cosw3t6)2 (4.116)
aQ  4ned (1 _f 5’)3  dme (1—Beoswpte)®
te

usando R ~ # y anulando el término - @ en (4.51). El movimiento es
arménico tanto en el tiempo retardado t. como para el observador (t),
con alta amplificacion alrededor de coswpt. — 1. Se hace la expansion
coswpte — 1 — (wpte)?/2, considerando ademés 3 — 1 — 1/42, de donde

text—r/c+7-To/c = te~t+rsin(wpte)/c~t+ Bt ~ 2v*t. (4.117)
Bajo estas aproximaciones,

2 2
AP At (=B 4 (1= 2%

ds) dre (1+~2w%t2)6 ~ 7 7 (14 ~5w3t2)6”

(4.118)

para wpte. < 1. El comportamiento del pulso de sincrotréon se ilustra en la
figura 4.13. La emisién estd formada por pulsos de ancho At ~ 27/73wg,
repitiéndose con periodo T' = 27 /wp. Esto resulta en un espectro de emisién
que cubre frecuencias desde wp hasta y3wp. Formalmente el espectro es
discreto y la emisién se da en frecuencias w, = nwp con n =1 — 3.
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Distribucién angular y espectro sincrotréon

El célculo del espectro se hace a partir de la expresién (4.59),

+oo o . 2
/ P x (7 x B)e= O/ g (4.119)

—00

dP(w)  d&  e*w?
dQ  dwdQ  4n2c

donde 7 x (f X ﬁ) = [ (é1sinwpt — ézsinf coswpt) define las dos compo-
nentes de polarizacién, por definicién perpendiculares a la linea de vision,

é1 =19, €= —xsinf+ Zcosb,
permitiendo escribir
dP(w e2w? R .
dél ) _ =y B2 |6141(0,w) + é245(0,w)|? (4.120)

siendo A, A, las amplitudes de las componentes de polarizacién orientadas
a lo largo de los vectores é1, éo respectivamente.

En el limite (§ < wpt) < 1 < 7, con cosf =~ 1 —62/2, B ~1—1/2%
sinz/x ~ 1 — 22/3), el término exponencial en la integral estd dado por,

exp {iw(t —7-7.(t)/c)} = exp{iwt(l — pcosfsin(wpt)/wpt)},
exp {iwt (1/272 +6%/2 + w%t2/6>} ,

Q

de donde,
+oo
A1(O,w) = / sinwpt - exp {iwt(1 — B cos O sin(wpt) /wpt)} dt,
Foo iwt [ 1 5 Wht?
+o00
As(O,w) = Sin9/ coswpt - exp {iwt(1 — B cosOsin(wpt) /wpt)} dt,

Q

Foo iwt [ 1 5  wht?
Usando ¢ = (wpt)(1/92 + 6%)71/2, © = (w/3wp)(1/~2 + 6%)3/2, se tiene

1 1 too 3
A1(O,w) = (2—1—92)/ qexp{22w(q+q3/3)}dq,

wp \7Y —0o0

1 /1 1
— (= +92) — K ,
wp (72 V3 2/3()
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Q

0 (1 /2 oo 3
Ay (6, w) — <2 + 02) / exp {i2x(q + q3/3)} dq,

wpBp \7Y —o0
0 ( 1 2) 121
— =+ — Ky /5(x),
wp 72 1/3( )
con K, la funcién modificada de Bessel de orden r. El argumento se puede
escribir también como, = = (w/373wg) (1 + ~262)%/2.
La distribucion espectral y angular de la emision queda como

dP(w 3e? [w\? 2 202
d5(2 ) s <w) 72 (141262 [Kg/g(x) + 1172921(12/3(3;)1 .
(4.121)
El término de la izquierda en los paréntesis cuadrados corresponde a A; y
el de la derecha a As. Se considera un electrén con movimiento circular uni-
forme perpendicular al campo magnético. En el caso mas general el electrén
describe una hélice con inclinacién « con respecto a B y we = 3y3wp sin /2.
Integrando sobre frecuencias se obtiene la distribucion angular de la
energia total radiada,

2 5 202
aé _Tefe v 1_|_§ e ‘ (4.122)
dQ 16 wp (1 + 4262)%/? 7\ 1+~%62

Q

La emisién consiste en un pulso de ancho Af ~ 1/ con un factor de ampli-
ficacién sobre la emisién promedio de orden ° (fig. 4.14).

Al integrar sobre angulo s6lido se obtiene el espectro emitido como fun-
cion de w/we,

3 .
Plw) = V3e BsmaF<w

) — Pj(w) + PL(w). (4.123)

21 mc? We

donde la potencia radiada por cada componente es

Pi(w) | _ V3 Bsina (F(w/w) +C (w/w)
( Pll(w) ) 41 mc? < F(w/we) — G (w/we) ) ) (4.124)

con F'y G las funciones de emisién sincrotrén, dadas por Westfold (1959),

Flz) =2 /x T Ksp)dy,  Gl(x) = 2Ky s(x). (4.125)

K, (x) es la funcién modificada de Bessel de orden r (Figura 4.14). La funcién
F(x) tiene como limites asintéticos,

A z\1/3 . a\ /2 o
F(ZL’)—>\/§F(1/3)<2> , (< 1); F(:L‘)—>(2> x/%e , (x>1).
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Figura 4.14: Izquierda: distribucién angular de la emisién sincrotrén. Dere-
cha: distribucién espectral de la emisién sincrotrén dada por las funciones
F(z) -linea sélida- y G(x) -linea punteada.

El grado de polarizacién de la radiacion es

 Pi(w) - Pw)  Glw/w)
(w) = L)+ i)~ Flofod) (4.126)

Esta férmula describe la emisiéon por un sélo electréon. En general tendre-
mos una poblacién de electrones y su distribucion de energia determinara el
espectro total y la polarizacion correspondiente.

4.5.3. Radiacioén sincrotrén de una poblacién de electrones

Las poblaciones de electrones relativistas se describen muchas veces median-
te leyes de potencias, en lugar de una funcién de Maxwell-Boltzmann al no
estar en equilibrio termodinamico. La descripcién de la poblacién no térmi-
ca como una ley de potencias puede ser valida dentro de un intervalo de
energias, o equivalentemente de valores de -,

N(y)dy=C ~Pdy,

con p el indice espectral. La potencia total radiada esta dada por

v x
Plw)=C 2 P(w)yPdy w—(p—l)/Q/ 2 F(x)x(p_s)/zd%
71 1
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v magnético B.

al integrar sobre © = w/w, = w/v%wy, con wy = eBsina/mec la frecuencia
de Larmor,
= Plw) xw ®=w P2, (4.127)

El indice espectral de la radiacion se relaciona con la distribucion de electro-
nes a través de s = (p — 1)/2. Los limites de x corresponden frecuentemente
a un intervalo amplio de energias, 71 < v2 = 1 — 0, 2 — o0, de manera
que P(w) tiende a su forma asintética, la integral de (4.123),

P(w) = 27r\(ff1) r (Z 4 12) T (Z B 112) (eiwf) (;Je)—w—n/z |

(4.128)
La polarizacién queda simplemente como:
p+1

=\ 4.129

p+7/3 ( )

4.5.4. Auto-absorcién y funcion fuente

A todo proceso de emisién le corresponde un proceso de absorcién reciproco.
En equilibrio termodinamico, el coeficiente de absorcion, «,,, se relaciona con
la emisividad, j,, a través de la ley de Kirchhoff, j, = o, B, (T), con B,(T) la
funcién de Planck. La emision sincrotrén es importante fuera del equilibrio
termodinamico, y se requiere relacionar emisién y absorciéon a través de
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Jj» = au,Sy,, con S, la funcién fuente,

2h13 /c?

Sy = — 1t
" nuga/nagy — 1

(4.130)
siendo n; = n(E7), na = n(Fs) las poblaciones y g1 = g(FE1), g2 = (E>2)
los pesos estadisticos de dos niveles con energias E7, Es, v separados por
hv = E1 — E5. Nétese que formalmente la energia de un electrén en un cam-

po magnético estd cuantizada. Para una poblaciéon de electrones relativistas
en ley de potencias se tiene g(E) o< E?, n(E) o< E7P, de donde,

2h13 /c? 2h13 /2 N 2h13 /c?

Y ETE)T 1 (Bt ) EF =1 = 2)(h]E)

considerando hv <« FE, para un electron de energia F que emite radiacion
con frecuencia v. La relacion entre ambas se obtiene al considerar que la
mayor parte de la emision se da alrededor de la frecuencia de corte,

2 1/2
=gt (Ga) () = 2=me (D)

2 2 \mc? me vy
con wy = 27y = eB/me la frecuencia de Larmor, de donde
5/2,,—1/2
s, ~ Y Py T g, (4.131)

(p/2-1)

Este es el espectro de emisiéon de un sistema de electrones en un campo
magnético opticamente grueso.
Dado j, « v~ ®1/2 y la funcién fuente, S,, se puede estimar el coefi-

ciente de absorcién,

La absorciéon es mayor a frecuencias bajas, de forma que por debajo de
cierta frecuencia, v < vy,, el camino libre medio es menor que las dimen-
siones de la regién emisora y el espectro estda dado por el caso épticamente
grueso, I, = S, o« v*/2. Para v > vy, el medio es épticamente delgado y
I, — j, x y=(=1)/2 El valor de v contiene informacién importante. Para
una esfera de radio R en el régimen 6pticamente grueso el flujo estda dado por
F, = S,76?%, siendo 0 = R/r el radio angular de la fuente. Si las mediciones
permiten estimar 6, asi como la frecuencia vy,, y el flujo F,,, = F,(vp,), es
posible deducir el campo magnético mediante la expresién (4.131).
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4.6. El efecto Compton

4.6.1. Dispersién de Thomson

Se denomina dispersién de Thomson, o dispersion electronica, a la dispersién
de una onda plana electromagnética ocasionada por un electrén libre. Al
incidir la onda el electrén oscila de acuerdo a la fuerza de Lorentz,

ﬁ:ﬂ{ﬁ+“x§).
C

La dispersién de Thomson se restringe al caso no relativista (v < ¢), des-
preciando el efecto del campo magnético, menor al eléctrico por un factor
v/c. Para una onda monocromética propagandose con k= Z, la ecuacién de
movimiento del electrén, descrito por Z,(t), es

mz, ~ —eE e F*=wt) ¢

con € L Z el vector de polarizacién del campo eléctrico.
La potencia radiada y el patrén de emision se estiman mediante la apro-
ximacion dipolar,

—

AP() [P x (xR P
= = 1—(7- 4.132
dQ 4med 4med { (7€) } ’ ( )
siendo d = —eZ, el momento dipolar del electrén, d = —elé, y 7 la linea

de vision. La potencia promedio radiada por unidad de dngulo sélido queda

Ccomo 9
dP c|E]? [ € L
<dQ>: - (meQ (1—17-2f) . (4.133)

Podemos cuantificar el efecto de la dispersion Thomson comparando la onda
plana incidente sobre el electrén y la emision dipolar ocasionada por la
particula a través de la seccidn eficaz, sea en su forma diferencial, do/dS2, o
integrada, o:

e

- = _ = _— =

a2 () dQ) a2
con r. = e2/mc? el radio clésico del electrén. Fijando # = Zcosf + 4 sin#),
obtenemos un patrén angular o< (cos? @ + sin? @ sin? ¢) para polarizacién
lineal, & = & cos ¢ + 9 sin ¢. Para polarizacién circular, & = (& £ i9)/v/2, se
obtiene el patrén dipolar,

P 2
P _ g 9o do _ T (1-17-2P) (4.134)

d 2
d—; - %6(1 + cos?0), (4.135)
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que se obtiene también para radiaciéon no polarizada al integrar polarizacion
lineal sobre ¢. La integracién de (4.134) sobre dngulo sélido resulta en la
seccion eficaz de Thomson,
8w

o=o07 = ?rg : (4.136)
En la dispersién de Thomson no hay alteracién del espectro incidente: la luz
dispersada tiene la misma frecuencia que la onda incidente. Al considerar el
caso relativista, descrito por el efecto Compton, observamos un cambio en
la frecuencia de la radiacién.

4.6.2. El efecto Compton

El efecto Compton es la dispersiéon de un electrén por un fotén, proceso
descrito como una colisién entre ambos,

e — vye. (4.137)

Este tratamiento es méas apropiado que el de la dispersion Thomson para
fotones con energias comparables o mayores a la de la masa del electron
en reposo, mc?. Si la energfa inicial del electrén es despreciable, el proce-
so se puede describir como dispersién electrénica (“electron scattering”),
empleando la conservacién del cuadrivector de energia y momento,

Pe(i) T Py(i) = Pe(f) T Py(f) > (4.138)

suponiendo al electron inicialmente en reposo, p.;) = (me;0), y posterior-
mente pe(py = (yme; ymBc). El fotén tiene Py(i) = (hwo/c)(1; ko) antes de la
colisén, y py(ry = (hwi/c)(1;k1) después de ella. Se pueden manipular las
ecuaciones para obtener la férmula de Compton que relaciona las energias
inicial y final del fotén:

hwo
1+ (th/mCQ) (1 — ,I;J() . /;31)

hwy = = A =X+ Ac(l —cosh), (4.139)

con kg - ki = cos 0, siendo 6 el angulo entre el fotén incidente y el dispersado,
¥ Ae = h/meclalongitud de onda de Compton®. Notamos que wy < wy, siendo
que el foton cede energia al electréon. Esto es siempre cierto en el marco de
referencia del electron.

5)\c & 0.02426 A
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Seccion diferencial de Compton (marco del electrén)

— x=0
x=0.1
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RO C N ; ‘ T J
Figura 4.16: Izquierda: seccion diferencial de Klein-Nishina para electrones
en reposo (— en el marco de referencia del electrén). El fotén original va de
izquierda a derecha (kg = 2 = 6 = 0). Los valores de z = hwo/mc? estan
indicados. Derecha: secciéon eficaz total.

Las variables después de la interaccién quedan definidas de manera am-
bigiia: es necesario especificar cos para poder calcular wy, asi como la ci-
nematica del electrén. El proceso es aleatorio, con la probabilidad de que
el fotén tenga cierta energia final hiw; dictada por la seccién eficaz del pro-
ceso. La seccién eficaz diferencial se obtiene mediante el formalismo de la
electrodindamica cuantica, resultando en la expresion de Klein-Nishina:

do 12 fwi\%[wy (w1 9
— === — 4+ — —sin“ 6| . 4.140
a2 (wo) Lfl * wo - ( )

Para w1 >~ wg se recobra la seccién eficaz diferencial de Thomson. Pode-
mos expresar do/d§) como funcién de cos@ y x = hwp/mc?, substituyendo
ec.(4.139) en ec.(4.140), y de ahi ver el comportamiento de do/d§2(0), que se
ilustra en la figura 4.16. Al aumentar la energia del fotén, el momento que
recibe el electrén sigue la forma de do/dS), menos isotrépica, favoreciendo
la dispersién con 6 pequenas.

La expresion (4.140) es integrable analiticamente, resultando en la sec-
cién eficaz total,

2mr2 /1 1 1 1 2 1
_ S o )42 -+ ——— | (4141
o=" [( ;L«Z) n(l+22) + 5 + = 4(1+2x)2] (4.141)

En el régimen no relativista, r < 1,

2
o~ or (1—2x+56x2+...> : (4.142)
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mientras que en el extremo relativista, x > 1, la seccion eficaz tiende lenta-
mente a cero,
2

1
o~ e <1n 2 + 2) . (4.143)

x

4.6.3. Efecto Compton inverso

En entornos astrofisicos es comun tener electrones en movimiento relativis-
ta, de tal manera que en la interaccién Compton la transferencia de energia
se da del electron al fotén. Este caso corresponde al efecto Compton inver-
so. Formalmente la diferencia entre el efecto Compton y el Compton reside
en el marco de referencia en el cual se describe el proceso. En el caso ge-
neral, la interaccién de un electréon, de momento ’ymgc, con un fotén, de
momento (fiw/c)k, se representa con la conservacién del cuadrivector de
energia-momento,

o hwo/c + ~yome o hwi /e + y1me
Po = Tiwoko /¢ + YoPome — = hiwi k1 /e + 1 Bime

) o (4.144)

representando los sub-indices 0, 1 antes y después de la interaccién. La nor-
ma, pap® = —m?c? (1 + 290 (Rwo/me?) (1 — ko - 50)), es por construccién in-
variante ante transformaciones de Lorentz.

Para simplificar la notacién, escribimos la conservacién de momento
energia (4.144) empleando unidades tales que h/mc? = 1,

wo + 70 w1 +m
; S | = ; - . 4.145
( woko + Y050 ) ( wik1 + 7161 ) ( )
Eliminando ~1, 71 51, obtenemos la expresion general para la dispersién de
Compton,
Yowo (1 —Bo - ko)
Wi = - —. (4.146)
Yo (1—50'k‘1) + wo (1 —k’O'lﬁ)

En primera instancia notamos que:

= Para un electrén en reposo 5y = 0, 79 = 1, recuperamos la expre-
sién (4.139).

= Si k1 = kg entonces w; = wp, y no hay dispersién.

= La expresion es aplicable a electrones no relativistas, como en la dis-
persién del fondo de micro-ondas por electrones en cimulos de galaxias
- el efecto Sunyaev-Zeldovich.
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El caso Compton inverso corresponde al limite o > max(1, wp). El fotén
dispersado se propaga generalmente en la misma direccién que el electron
original, ki — Bo, como se puede verificar con la transformacién entre el cen-
tro de momento y el marco del observador (4.153) para el fotén dispersado,

i 'Yt,gt + (v —1) (Bt : ’;'1) B+ 72?3

_ S — B — b, (4.147)
' Mt (1+/8t‘k/1> t ’

para (7¢,70) > 1. En ese caso obtenemos de (4.146),

w Yowo (1 — EO . I%O) 27(2)(,‘_]0 (1 — 50 cos 90) (4 148)
1= =Y , .
Yo (1 = Bo) +wo (1 —Bo- ko) 1+ 250wo (1 — cos fo)

con la aproximacion valida para Compton inverso, dénde vy > wq, y el
angulo 0y definido por Bg k:o = cos fy. El valor de cosfy va de —1 a +1, de
forma que la expresion 4.148 describe el espectro de energias de una colision
entre electrones y fotones mono-energéticos:

= si yowo (1 — cosfp) < 1, tenemos wy =~ 2v3wq (1 — By cosby); el fotén
adquiere una energia del orden 2v%wy, acotada a w; < 4y2%wp.

» siyowp (1 — cosbp) > 1, entonces wy ~ 7. El fotén adquiere practica-
mente toda la energia del electrén. Por otro lado, la disminucién de la
seccién eficaz da lugar a la supresion de Klein-Nishina.

La seccidn eficaz total es invariante y dada por (4.141), con = = .

4.7. Procesos de altas energias

4.7.1. Interacciones fotén - electrén

La descripcién de la colisién entre pares de particulas, como el efecto Comp-
ton, de tipo,
142 —3+4, (4.149)

se hace en base a la conservacion de energia y momento que podemos escribir
como,
antqet+tgt+a=0, (4.150)
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Figura 4.17: Interaccién electrodindamica basica: emisién de un fotén (linea
punteada) por un electrén (linea sélida con direccién) e~ — e~ 7y, yendo
de izquierda a derecha. Puede rotarse y describir la creacién de un par
v — eTe™, con la direccién invertida para la anti-particula; o la aniquilacién
de un par ete™ — 7. El procesos base no conserva energfa-momento.

donde ¢, representa £ el cuadrivector de energia-momento de la j-ésima
particula. Escrita como tal, la expresién (4.150) puede describir la reac-
ci6én (4.149) o, intercambiando signos,

I) 1+2—3+4,
M) 1+3-—2+4, (4.151)
(1) 14+4-—3+2,

donde 7 representa la anti-particula de j. Las tres interacciones en (4.151)
corresponden a los tres canales de una misma reaccién general.

En particular la interaccion entre dos electrones y dos fotones puede
darse como,

+e — v+e = efecto Compton,

D~ ol fecto C

(II) v+~ —e"+e = produccién de pares, (4.152)
(IIT) et +e” — v+~ = aniquilacion de pares.

Estos procesos se representan y describen mediante diagramas de Feynman,
construidos conectando de forma secuencial la interaccién béasica entre elec-
trones y fotones, descrita por el diagrama en la figura 4.17. El diagrama
base no cumple individualmente con la conservacién de energia y momento,
pero la combinacién de diagramas representando una interaccién observada
si debe cumplirla en conjunto. Las particulas involucradas en la reaccién se
encuentran en los extremos desconectados, mientras que las particulas entre
dos vértices son particulas “virtuales”.
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La figura 4.19 muestra los diagramas correspondientes al canal de Comp-
ton (expresados en 4.152). La produccién y la aniquilacién de pares estan
fisicamente relacionados con el efecto Compton. A continuacién se revisan
brevemente.

4.7.2. Efecto Compton: centro de momento

En general es conveniente considerar el marco de referencia del centro de
momento, donde p’ = 0, definido por la transformacién (4.15), que para el
efecto Compton es,

_ wo/%o + ’Yogo - wo + Y0

By = pe/E = P
wo + 70 \/1+270w0(1—1€0'50)

(4.153)

Por construccién, al hacer la transformacién de Lorentz obtendremos un
cuadrivector de la forma,

/ / / /
p“’:(WOJOFVO):(“lg%), (4.154)

con /—pap® = wj + 7 = \/1 + 2y0wo(l — ko - Bo) = w +~}, indicando el
sub-indice 1 las energias del fotén y electrén después de la interaccion. El
hecho de que el momento sea nulo implica,

VB A+ =0 = A =V1+uw?. (4.155)
Este resultado, junto con la conservacién de energia, implica
G=uh A= (4.156)

La interaccion no cambia las energias del fotén y electrén en el centro de
momento, las cuales estdn necesariamente relacionadas mediante la expre-
sién (4.155). La interaccion se puede describir mediante una rotacién del eje
de propagacién del fotén, 1236 — k!, descrita de manera probabilistica por la
seccion eficaz diferencial de Klein-Nishina, referida al centro de momento,

do r2/2 { (1 — cosf)? (7 4+ w)? + (v + wcos#)? — 2(1 — cos )
dQ (v +w)? | (v +w)?(y +wcos6)? (v +w) (v +wcosb)
(4.157)
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Figura 4.18: Seccién dife-
rencial de Klein-Nishina en
el centro de momento. Los
contornos del externo al

/\ /\ interno,  corresponden  con
Fﬂ 5| w = 00,0.1,0.3,1.0,3.0,10.0.
L&y El contorno mas interno mues-

tra la tendencia a cosf = —1
para altas energias, asi co-
mo la disminuciéon de o; el

mas externo corresponde a la
dispersion de Thomson.

Y

&

donde cos@ = kj) -k}, 42 = 14+ w?. La forma de do/dQ se muestra en la
figura 4.18. Los limites son

do

2
Te 2
0 — E{l—i—cose } para w < 1,
do r2 [5/8 + cosf/4 + cos 0?8
il e 1. (4.1
0 N 2{ (1t cosh) 112 para w > (4.158)

El primer caso corresponde a la dispersién de Thomson; para w > 1 hay
un marcado incremento de do/d) alrededor de cosf = —1 < k| = —k{. La
seccién eficaz total viene dada por (4.140).

4.7.3. Produccién de pares

La produccién de un par electrén-positrén por dos fotones, vy — ete™,
corresponde al tercer diagrama de la figura (4.19). Empleando unidades en
las que h/mc? = 1, la conservacién de energfa-momento se escribe como

wo + w1 ) _ "o +m ~
woko + wiki Y0Bo + 7181 )’

—pap® = 2wowi (1 — ko - k1) =24 2yom1 (1 — By - B1).- (4.159)

con norma,
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Figura 4.19: A la izquierda dos diagramas representando la dispersién Comp-
ton; el tercer diagrama representa la produccién de un par eTe™ por dos fo-
tones; y a la derecha la aniquilacién un electrén y un positrén produciendo
dos fotones.

El problema, se simplifica en el centro de momento, aplicando la transforma-
cién . N
= woko + w1k 5 wo + w1
= N = —.
“o +w \/20.}00.}1(1 — ]{30 . kl)

En el centro de momento ambos fotones tienen misma energia w y se propa-
gan en direcciones opuestas, +k. Los electrones se comportan de la misma
manera, teniendo ambos la misma energia v, y moviéndose en direcciones
opuestas, ig . La conservacién de energia en el centro de momento implica,

w= \/w0w1(1 —ko-k1)/2,
w=+ con (4.160)

v = \/1/24-7071(1—30'51)/2,

requiriendo satisfacer el umbral w > 1. La interaccion consiste en el inter-
cambio de particulas y la re-orientacién de los momentos, k— B , determi-
nada probabilisticamente por la seccion eficaz diferencial, funcién de w y de
ki - 3 = cos ),

do 72— DV [o? 4 (@ - D(1+5in?0) 2w’ —1)2sin0
a4 w? w? — (w? —1)cos? § (W2 — (w2 — 1) cos? §)>
(4.161)

La seccién eficaz estd indefinida para w < 1 = hw < mc?, la energfa umbral
para la produccién del par en el CM. Se expresa mejor en términos de la
velocidad,

4
e

do 1 a2 1—B*+28%sin? 6 — B*sin* 0
dQ 4 (-5 )B{ (1 — B2 cos?6)? }

93



0.7 4
6=m/2
0.6

0.5

0.4 4

Il oy

)
ofnr?

0.3

0.2 14

0.1

0.0 4

T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 4.20: Seccién eficaz diferencial (izquierda) y total (derecha) para la
produccién de pares vy — eTe”. La seccién eficaz diferencial tiene com-
portamiento bipolar a bajas energias, pero se elonga a medida que w au-
menta. La seccidn eficaz total es nula si w = v < 1; su maximo es en
B~ 0.701 = v ~ 1.43.

La integracion sobre angulo sélido da la seccién diferencial total, que se
muestra en la figura (4.20),

)= T [ (2ol 2t 2 1) (o Vel 1) 2wt DR )
T = 502 w w—vVwZ—1 w3 '
(4.162)
Que también se expresa de mejor manera en término de la velocidad S,
2
_ ey p2 Y 1+58Y 52
o(f)=—5"(1-5 ){(3 B )ln (1 — ﬁ) 26(2 - 8 )} . (4.163)

4.7.4. Aniquilacién electréon-positrén; positronio

En el proceso de aniquilacién de pares, ete™ — 4, cumple la misma rela-
cién de invariancia que la produccién de pares, ec. (4.159). La diferencia es
la disponibilidad automética de la energia suficiente para producir los dos
fotones. El cédlculo de la seccion eficaz de este proceso estd estrechamente
ligado al del proceso inverso, de forma que las secciones eficaces cumplen

(8) -5, e
dQ sy - 62 dQ 774}66? ee—yy — 62 Yyy—ee
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Figura 4.21: Seccién eficaz para la aniquilacién de pares ete™ — vv, en
términos de la velocidad o del factor de Lorentz de los electrones en el
marco de referencia de momento nulo. La seccién eficaz diverge para para
electrones lentos, v — 1.

con el factor de dos debido a que el electrén y positrén son distinguibles
mientras que los fotones no lo son. La seccién eficaz diferencial sigue el
mismo patréon que el mostrado en la figura 4.20. La seccién eficaz total se
expresa frecuentemente en términos de 3, la velocidad de los electrones en
el centro de momento,

o= ”f (1 2252> {(3 — Y In GJ_rﬁ) —28(2 - 52)} . (4.164)

La seccién eficaz diverge para v — 1, como puede verse en la figura (4.21),
siguiendo o ~ 777“3 /3. Este comportamiento favorece la aniquilacién de pa-
res con baja velocidad relativa y la formacién de una linea de aniquilacién
delgada a mc? ~ 0.511MeV, como fue observada en el centro de la Galaxia
por CGRO-OSSE en los 1990s.

Positronio

El espin total de dos electrones con espines paralelos es . Dado que un
foton transporta un momento angular A, no es posible la aniquilaciéon del
par en dos fotones. Si los electrones son suficientemente lentos, es posible la
formacion de un sistema ligado analogo al 4tomo de hidrégeno, denominado
positronio. Las dos particulas tienen misma masa por lo que la masa reducida
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del sistema es m./2, y los niveles de energia estdan a la mitad que los del
hidrégeno, E, ~ —6.8 eV/n?. El estado base tiene dos configuraciones:

parapositronio (s = 0) y ortopositronio (s = 1). Los modos respectivos
de decaimiento son:
Parapositronio:

2 h

eet 527 = 7="—"-=123x10"19.

ad mc?

Ortopositronio:
1 h

eet 53y = 7=——=14x10"s.

abme
El decaimiento ete™ — ~yy produce tres fotones de energia promedio
(2/3) x 0.511 MeV distribuida en un continuo por debajo de la linea de
aniquilacién, ete™ — ~v. El continuo de positronio ha sido detectado en

algunos entornos astrofisicos.

4.7.5. Procesos de un vértice

Reacciones de un vértice, como

+

e —ye , y—e e, et

e —,

no pueden ocurrir en el vacio, al no cumplirse la conservacién de energia-
momento. Pero ocurren en presencia de campos electromagnéticos que ab-
sorben momento y/o energia, y cumplir con las leyes de conservacién. Estos
procesos se pueden ver como interaccién con fotones virtuales representan-
do a un campo electrostatico (Z) o magnético (B), permitiendo la descrip-
cién cudntica del proceso. As podemos describir el comportamiento a altas
energas de los siguientes procesos.

Bremsstrahlung

Se describe como e~ Z — e~ Z+. El caso ultrarelativista se puede tratar como
una colision cumpliendo con la conservacion de energia y momento gracias
a la presencia del nicleo, el cual absorbe un momento ¢, con ¢ < ~,

D)= mte - w:LAﬁ, (4.165)
B —q 161+ wk 1/2y+ 3§
suponiendo k ~ B ,7 > 1. En el limite ”yB - > 1 se tiene w — 5. El foton

y el electrén secundario se mueven dentro de un cono de apertura Af ~ 1/~
centrado en la direccion del electrén original.

<y
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Producciéon de pares cerca de un nicleo atémico

Se describe como vZ — e~ e™ Z, con la conservacién de energia requiriendo
w =~ 71 + 72. La seccién eficaz esta dada por

28 109
o(w) = 5220”2 (log(2w) — 42) ,  w>1. (4.166)

Sincrotréon

El proceso sincrotrén puede ser descrito como e~ B — e~ B~. El campo
magnético absorbe el momento requerido para la emision, mismo que se
escala con la frecuencia de Larmor, wyq, con |q] ~ 1. Se obtiene una re-
lacién andloga a (4.165), tal que, para wy < 1/, el fotén emitido cumple
w ~ v2wy >~ w,, conforme a §4.5.

Produccion de pares en un campo magnético

Es posible la produccién de pares en campos magnéticos, YB — e~ e B, en
particular si el campo es muy intenso. La conservaciéon de energia-momento

N o= ’Zl"‘VZ_’ = wwp 1.
wk — weq Y151 + Y252

En esta relacién se puede identificar al campo magnético critico,

wwy 21 = hw <heB>2m264 = <hw><B>21’ (4.167)

mc mc2 B,

con B, = m?c®/eh ~ 4.4 x 103 Gauss. Campos magnéticos de este orden de
magnitud son observados sélo en estrellas de neutrones. En estos entornos
la producciéon magnética de pares es relevante.
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