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Acreción de materia - intro

▶ Los procesos de acreción permiten explicar altas luminosidades con escalas de
tiempo pequeñas.

▶ Desarrollados para explicar binarias de rayos X y núcleos activos de galaxias.

▶ Algunas referencias:

- Bondi (1952), acreción esféricamente simétrica.

- Shakura & Sunyaev (1973), acreción en discos α.

- Pringle (1981), ”Accretions discs in astrophysics”.

- Martin Rees (1984), ”Black hole models for active galactic nuclei”.

- Frank, King, Raine (1992), ”Accretion power in astrophysics”, 2a edición.

- Philip Armitage (2022), ”Lecture notes on accretion disk physics”, arXiv
2201.07262.
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Acreción de materia - enerǵıa

▶ Dada una masa m → Ṁ cayendo en el potencial de una masa M, la enerǵıa
liberada, al alcanzar una distancia R, es,

E =
GMm

R
⇒ L(R) =

GMṀ

R
→ Lac =

GMṀ

R⋆
. (1)

▶ En objetos compactos:

- Acreción en enana blanca → variables catacĺımicas, novas:
M = 0.8 M⊙,R⋆ = 104 km, Ṁ = 10−8M⊙/yr ⇒ 1035 erg s−1.

- Acreción en estrella de neutrones u hoyo negro estelar → binarias de rayos X:
M = 1.4 M⊙,R⋆ = 10 km, Ṁ = 10−8M⊙/yr ⇒ 1038 erg s−1.

- Acreción en hoyo negro supermasivo → AGN:
M <∼ 109 M⊙,R⋆ >∼ Rg = GM/c2, Ṁ ∼ 1M⊙/yr ⇒ ηṀc2 ∼ 6× 1046 erg s−1,
con η ∼ 0.1 ≫ ηnuc .

▶ La escala de tiempo puede ser de orden ∆t >∼ R/c.
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Acreción de materia - mecanismos

▶ La acreción en escenarios astrof́ısicos se da frecuentemente en discos:

- Se requiere un mecanismo disipativo → parámetro α → turbulencia, MHD.

- La mitad (aprox.) de la enerǵıa potencial es radiada de manera térmica en el disco.

- La otra mitad puede dar origen a emisión no térmica (choques), ser absorbida por
el hoyo negro central, o expulsada en jets.

▶ Los procesos de acreción están acotados, en principio, por la luminosidad de
Eddington:

- balance entre atracción gravitacional (protones) y presión de radiación
(electrones),

GMmp

r2
=

LσT
4πr2 c

⇒ LEdd =
4πGMmpc

σT
= 1.26× 1038 erg s−1

(
M

M⊙

)
. (2)
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Acreción de materia - acreción esféricamente simétrica

Fig.1, ”Accretion Power in Astrophysics”.

▶ Proceso inverso al viento estelar
con simetŕıa esférica; Bondi &
Hoyle (1944) y Bondi (1952).

▶ Conservación de masa, gravedad,
relación politrópica → seis tipos
de soluciones, en términos de la
velocidad del flujo (v) comparada
con la del sonido (cs).

▶ Solución (1) representa el caso de
interés para el estudio de acreción.

- En condiciones t́ıpicas predice
tasas bajas de acreción
(Ṁ ∼ 1011 g s) → baja
luminosidad.
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Acreción de materia - sistemas binarios

▶ La transferencia de materia en sistemas
estelares binarios está condicionada por las
dimensiones del sistema y los procesos de
evolución estelar.

▶ En binarias interactuantes es común el
proceso de desbordamiento del lóbulo de
Roche (Roche lobe overflow).

▶ Equipotenciales de Roche,

Φ(r) = − GM1

|r⃗ − r⃗1|
− GM2

|r⃗ − r⃗2|
− 1

2
(ω⃗ × r⃗)2 .

▶ Las equipotenciales de Roche definen los cinco
puntos de Lagrange.

Fig.11, ”Accretion Power in Astrophysics”.
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Acreción de materia - sistemas binarios

▶ Al llenar su lóbulo de Roche, una estrella transfiere
materia a la compañera a través del punto L1.

▶ El momento angular del flujo de materia, en
relación a la compañera, da lugar a la formación del
disco de acreción.
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Acreción de materia - discos de acreción

▶ En muchos casos se puede despreciar la autogravedad del flujo, el cual adquiere
un movimiento Kepleriano alrededor del objeto central,

ΩK (R) =
(
GM/R3

)1/2
, vϕ(R) = (GM/R)1/2 . (3)

▶ Gas que gira de forma Kepleriana alrededor del objeto central ha perdido la mitad
de la enerǵıa, previamente radiada por el disco,

Ldisco =
GMṀ

2R⋆
=

1

2
Lac , (4)

suponiendo que el disco alcanza el objeto central.

▶ Un disco de acreción requiere un mecanismo que disipe de enerǵıa, provocando la
transferencia de materia hacia la masa central.

- La disipación local de enerǵıa da lugar a emisión térmica.
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Discos de acreción - viscosidad por turbulencia

Figura 1: Evolución de un
anillo infinitamente delgado
con rotación Kepleriana, radio
R0 y viscosidad ν. La escala de
tiempo es τ = R2

0/12ν; la
velocidad radial es vR ∼ −ν/R.
Figura de Pringle (1981).

▶ La viscosidad cinemática del gas, ν ∼ λv̄ , es insuficiente.
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Discos de acreción - viscosidad por turbulencia

▶ Shakura & Sunyaev (1973) parametrizaron la viscosidad con la escala turbulenta,
ν = αHcs , con H grosor del disco, cs velocidad del sonido, α ≤ 1.

- Los discos α consideran viscosidad turbulenta y rotación Kepleriana.

- Modelos autoconsistentes: discos fisicamente delgados y ópticamente gruesos.

▶ Estos modelos se construyen mediante ecuaciones de hidrodinámica:

- Continuidad: tasa de acreción relacionada con la densidad superficial de masa, Σ,

Ṁ = 2πR(−vR)Σ . (5)

- Momento: disipación viscosa relaciona velocidad radial y coeficiente de viscosidad
⇒ relación entre viscosidad y tasa de acreción,

vR = − 3ν

2R

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]−1

⇒ νΣ =
Ṁ

3π

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]
. (6)
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Discos de acreción - discos α

- Equilibrio hidrostático: la rotación Kepleriana supersónica (vϕ ≫ cs) produce un
disco geométricamente delgado (H ≪ R).

1

ρ

∂p

∂z
=

∂

∂z

[
GM

(R2 + z2)1/2

]
≃ −GMz

R3
⇒ H

R
=

cs
vϕ

. (7)

- Presión interna: la presión en el interior del disco incluye presión térmica del gas
y de radiación,

p =
ρkT

µmp
+

4σT 4

3c
. (8)

- Disipación de enerǵıa: dada por

D(R) =
3GMṀ

8πR3

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]
. (9)
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Discos de acreción - ecuaciones

- Difusión radiativa: para un disco ópticamente grueso, el flujo radiativo, F , sigue
un proceso de difusión del plano central a la superficie, de acuerdo a,

F (z) = −16σT 3

3ρκR

∂T

∂z
≃ 4σ

3τ
T (z)4 ≃ 4σ

3τ
T 4
c = D(R) . (10)

- Espesor óptico del disco: dada κR , la opacidad media de Rosseland (caso
libre-libre),

τ = HρκR = ΣκR . (11)

- Proceso de opacidad: puede ser libre-libre (media de Rosseland), o dispersión
electrónica,

κR = 6.6× 1022 g−1cm2 ρT 7/2, κe = σT/mp = 0.4 g−1cm2. (12)

▶ Los discos α se construyen recopilando las ecuaciones anteriores. . .
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Discos de acreción - las ecuaciones

▶ Los discos α se construyen recopilando las ecuaciones. . .

Σ = ρH; H/R = cs/(GM/R)1/2; c2s = P/ρ;

P =
ρkT

µmp
+
4σ

3c
T 4 ; νΣ =

Ṁ

3π

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]
;

4σ

3τ
T 4
c =

3GMṀ

8πR3

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]
; τ = ΣκR(ρ,Tc); ν = αHcs .

▶ Las soluciones son {Σ,H, cs ,P, ρ, ν,Tc , τ} en función de (α,M, Ṁ,R), escritos
como,

Ṁ16 = Ṁ/1016 g s−1; M1 = M/M⊙; R10 = R/1010 cm.
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Discos de acreción - solución disco α

▶ Para presión térmica y dispersión libre-libre, en sistemas estelares,

Σ = 5.2 g cm−2 α4/5 Ṁ
7/10
16 M

1/4
1 R

−3/4
10 f 14/5,

H = 1.7× 108 cm α−1/10 Ṁ
3/20
16 M

−3/8
1 R

9/8
10 f 3/5,

ρ = 3.1× 10−8 g cm−3 α−7/10 Ṁ
11/20
16 M

5/8
1 R

−15/8
10 f 11/5,

Tc = 1.4× 104K α−1/5 Ṁ
3/10
16 M

1/4
1 R

−3/4
10 f 6/5,

τ = 33 α−4/5 Ṁ
1/5
16 f 4/5,

ν = 1.8× 1014 g cm−2 α4/5 Ṁ
3/10
16 M

−1/4
1 R

3/4
10 f 6/5,

vR = 2.7× 104 cm s−1 α4/5 Ṁ
3/10
16 M

−1/4
1 R

−1/4
10 f −14/5,

con

f =

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]1/4

.
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Discos de acreción - solución disco α

▶ Para presión térmica y dispersión libre-libre, en un núcleo activo,

Σ = 5.2× 106 g cm−2 α4/5 Ṁ
7/10
26 M

1/4
8 R

−3/4
14 f 14/5,

H = 1.7× 1011 cm α−1/10 Ṁ
3/20
26 M

−3/8
8 R

9/8
14 f 3/5,

ρ = 3.1× 10−5 g cm−3 α−7/10 Ṁ
11/20
26 M

5/8
8 R

−15/8
14 f 11/5,

Tc = 1.4× 106K α−1/5 Ṁ
3/10
26 M

1/4
8 R

−3/4
14 f 6/5,

τ = 3.3× 103 α−4/5 Ṁ
1/5
26 f 4/5,

ν = 1.8× 1018 g cm−2 α4/5 Ṁ
3/10
26 M

−1/4
8 R

3/4
14 f 6/5,

vR = 2.7× 104 cm s−1 α4/5 Ṁ
3/10
26 M

−1/4
8 R

−1/4
14 f −14/5,

con

f =

[
1−

(
R⋆

R

)1/2
]1/4

.
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Discos de acreción - solución

▶ Ecuaciones... ⇒ solución: {Σ,H, ρ,Tc , τ, ν, vR}.
▶ Se distinguen tres reǵımenes, dependiendo (1) del proceso dominante de

opacidad, libre-libre o dispersión electrónica; (2) de la presión interna del disco,
dominada por presión térmica del gas o por radiación:

- externa: presión de gas; opacidad libre-libre;

- intermedia: presión de gas; opacidad por dispersión de Thomson;

- interna: presión de radiación; dispersión de Thomson. Esta región es inestable y el
disco deja de ser delgado.
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Discos de acreción - espectro

▶ El espectro de un disco delgado es la superposición de anillos emitiendo como
cuerpo negro,

D(R) = σT (R)4, T (R) = T⋆

(
R

R⋆

)−3/4

. (13)

▶ Empleando R6 = R⋆/10
6 cm, para una estrella de neutrones, R⋆ = 10 km,

T⋆ =

(
3GMṀ

8πσTR3
⋆

)1/4

= 1.3× 107K Ṁ
1/4
17 M

1/4
1 R

−3/4
6 , (14)

es decir kT⋆ ≃ 1.1 keV. El espectro alcanza los rayos X duros.

▶ Para un núcleo activo,

T⋆ = 2.2× 105K Ṁ
1/4
26 M

1/4
8 R

−3/4
14 , (15)

es decir kT⋆ ≃ 20 eV. El espectro alcanza rayos X blandos.
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Discos de acreción - espectro
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Acreción en hoyos negros

▶ De acuerdo al review clásico de Rees (1984), en el caso de un hoyo negro
supermasivo,

rs =
2GM

c2
⇒ L = ηṀc2 = 6× 1046erg s−1η

(
Ṁ

M⊙yr−1

)
η, rs/c = 104s M9 .

▶ Un ĺımite teórico a la acreción es la luminosidad de Eddington; en simetŕıa esférica,

LE =
4πGMmpc

σT
≃ 1.3× 1047 erg/s M9.

▶ Tasa de acreción cŕıtica, para un hoyo negro, usando R = 2GM/c2,

Ṁc = 4.4M⊙/yr M9 .

▶ Tiempo caracteŕıstico,

tE = Mc2/LE =
σT c

4πGmp
≃ 4× 108 yr.
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Hoyos negros

▶ Estelares y supermasivos, . . . de Schwarzschild. . . de Kerr. . .

▶ Relatividad: algunas referencias:

- “El origen y desarrollo de la relatividad”, José Manuel Sánchez Ron, 1983.

- “Black holes & time warps”, Kip Thorne, 1994.

- Relatividad especial: Jackson, Rybicki & Lightman, Shu, etc...

- “Gravitation and cosmology: principles and applications”, Stephen Weinberg,
1972.

- “Spacetime and geometry”, Sean Carroll, 2004.
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Hoyos negros
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Relatividad - postulados de relatividad especial

▶ La relatividad especial se basa en dos postulados:

1. Las leyes de la f́ısica tienen misma forma en todo marco de referencia inercial.

2. La velocidad de la luz es constante e independiente del marco de referencia;

c = 299 792 458ms−1 exactamente.

▶ Definiendo un evento por sus cuatro coordenadas xα, con ı́ndices α ∈ {0, 1, 2, 3},

x0 = ct, x1 = x , x2 = y , x3 = z ⇒ xα =


ct
x
y
z

 ,=

(
ct
r⃗

)
,

los dos postulados conducen a la definición del intervalo entre eventos,

ds2 ≡ −c2dt2 + dx2 + dy2 + dz2, (16)

y su invariancia ante transformaciones de coordenadas.
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Relatividad especial - transformaciones de Lorentz

▶ Las transformaciones de coordenadas que preservan la forma del intervalo,

ds ′ = ds,

son las transformaciones de Lorentz: translaciones y rotaciones de coordenadas;
inversiones espaciales y temporales; desplazamientos a velocidad constante boosts,

x ′ = γ (x − vt) , t ′ = γ
(
t − vx/c2

)
, con γ =

1√
1− v2/c2

. (17)

- La luz y demás formas de radiación electromagnética cumplen ds2 = 0.

- Eventos conectados causalmente cumplen ds2 ≤ 0.
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Relatividad especial - tensor de Minkowski

▶ El intervalo puede expresarse como,

ds2 = ηαβdx
αdxβ. (18)

al definir el tensor de Minkowski,

ηαβ ≡


−1 0 0 0
0 +1 0 0
0 0 +1 0
0 0 0 +1

 = diag(−1,+1,+1,+1), (19)

junto con la convención de sumatorias impĺıcitas.

▶ Las leyes de la f́ısica se enuncian para todo marco de referencia inercial (primer
postulado), expresadas convenientemente mediante (cuadri)vectores y tensores.
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Relatividad especial - vectores, tensores

▶ La relatividad maneja vectores descritos con cuatro componentes, mediante un
ı́ndice α ∈ {0, 1, 2, 3}, y tensores descritos con varios ı́ndices (dos o más).

▶ El espacio de vectores es un espacio dual, con vectores covariantes (Aα) y
contravariantes (Aα) asociados entre śı.

- Dada una transformación de coordenadas, ∂x ′α/∂xβ, vectores contravariantes,
Aα, y covariantes, Aα, se transforman de acuerdo a,

A′α =
∂x ′α

∂xβ
Aβ, A′

α =
∂xα

∂x ′β
Aβ . (20)

- Los dos tipos de vectores se relacionan a través del tensor de Minkowski,

Aα = ηαβA
β. (21)

▶ Se define el producto escalar entre vectores,

AαB
α = A0B

0 + A1B
1 + A2B

2 + A3B
3,

y, de ah́ı, la norma de un cuadrivector, AαA
α.
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Relatividad especial - vectores, tensores

▶ El concepto de vector se generaliza al de tensor:

- un escalar es un tensor de rango 0. La norma de un 4-vector es un escalar.

- un vector es un tensor de rango 1, y se transforma de acuerdo a las reglas (20).

- un tensor de rango 2 se representa con una matriz de 4× 4. Si es contravariante
se transforman de acuerdo a,

F ′αβ =
∂x ′α

∂xγ
∂x ′β

∂xδ
F ′γδ, (22)

covariantes (Fαβ) y mixtos (Fα
β, F

β
α ), de acuerdo a las reglas de transformación

respectivas.
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Relatividad especial - leyes de la f́ısica; mecánica

▶ Las leyes de la f́ısica se enuncian definiendo el tiempo propio,

dτ =
1

c

√
−ds2 =

√
dt2 − (dx2 + dy2 + dz2)/c2. (23)

▶ El movimiento inercial sigue de definir 4-velocidad y 4-aceleración,

uα =
dxα

dτ
, aα =

duα

dτ
. (24)

- Un movimiento inercial cumple aα = 0 ⇒ uα constante.
▶ Al definir el 4-vector de enerǵıa-momento, que satisface la relación de invariancia,

pα = muα ⇒ pαpα = −E 2/c2 + p2 = −m2c2 , (25)

se pueden generalizar las ecuaciones de movimiento, definiendo la 4-fuerza,

Fα ≡ dpα

dτ
. (26)
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Relatividad especial - leyes de la f́ısica; electrodinámica

▶ El operador de derivación parcial, generalizado covariante,

∂α =
∂

∂xα
=

(
1

c

∂

∂t
,∇
)

, (27)

permite enunciar principios de conservación, como el de la carga eléctrica,

ȷα =

(
ρc
ȷ⃗

)
⇒ ∂αȷ

α = 0 . (28)

▶ El tensor (antisimétrico) de campo electromagnético se define combinando el
operador ∂α con el 4-vector que combina los potenciales escalar y vectorial,

Aα =

(
ϕ

A⃗

)
, Fαβ = ∂αAβ − ∂βAα . (29)

▶ De donde, las ecuaciones de Maxwell, escritas en forma covariante,

∂βF
αβ =

4π

c
ȷα, ∂γFαβ + ∂αF βγ + ∂βF γα = F [αβ,γ] = 0 . (30)
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El principio de equivalencia

▶ El principio de equivalencia (EP) permite describir la gravedad: la
proporcionalidad entre masa inercial y masa gravitacional indica la equivalencia
(local) entre un campo gravitacional y un marco de referencia acelerado.

− Weak EP: las masas inercial y gravitacional
son proporcionales ⇒ el movimiento de una
masa en cáıda libre se describe de misma
forma en un campo gravitacional que en un
marco de referencia acelerado.

− Einstein EP: en regiones pequeñas del
espacio-tiempo, las leyes de la f́ısica se
reducen a la relatividad especial.
No es posible distinguir localmente entre
un campo gravitacional y una aceleración. Markus Pössel @ wikipedia

▶ El EP permite definir marcos de referencia localmente inerciales ⇒ en cáıda libre.
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El principio de equivalencia

▶ El corrimiento al rojo gravitacional se infiere del principio de equivalencia,

∆λ

λ
=

∆v

c
=

gh

c
−→ ∆Φ

c2
, (31)

con ∆Φ el cambio en el potencial gravitacional.

▶ Se generaliza el tensor de Minkowski al tensor métrico, gµν , función de las
coordenadas xα, de forma que la medición de intervalos es local,

ds2 = gµνdx
µdxν . (32)

- En campos gravitacionales pequeños, se puede aproximar,

gαβ ≃ ηαβ + hαβ, |hαβ| ≪ 1.

- En el ĺımite de un potencial gravitacional Newtoniano, ϕ,

h00 ≃ −2ϕ/c2 → 2GM/r c2.
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Figura 2: Izquierda: el personaje
cae hacia la Tierra bajo la
influencia de la gravedad.
Derecha: él, en un marco de
referencia en cáıda libre,
localmente inercial, experimenta
fuerzas de marea, expresadas
con un estiramiento en la
dirección de cáıda y una
compresión perpendicular.
Figura de “Black holes & time
warps”, Kip Thorne, 1994.
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Espacios curvos - trayectorias geodésicas

▶ Los marcos de referencia localmente inerciales requieren extender la relatividad a
espacios curvos.

▶ Dada una métrica gµν , una part́ıcula de prueba en un campo gravitacional sigue
una trayectoŕıa geodésica xµ(λ), determinada por el principio de ḿınima acción,

d2xα

dλ2
+ Γαµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0. (33)

donde Γαµν son combinaciones de primeras derivadas del tensor métrico,

Γαµν =
1

2
gασ (∂µgνσ + ∂νgσµ − ∂σgµν) . (34)
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Espacios curvos - curvatura; tensor de curvatura

▶ Para describir la curvatura del espacio se requiere definir el tensor de Riemann, el
cual define las propiedades del espacio-tiempo,

Rρ
σµν = ∂µΓ

ρ
νσ − ∂νΓ

ρ
µσ + ΓρµλΓ

λ
νσ − ΓρνλΓ

λ
µσ . (35)

De las 256 componentes del tensor, 20 son independientes.

▶ El tensor de Riemann, o tensor de curvatura, se contrae en el tensor de Ricci (y
también en el tensor de Weyl, que aqúı ya no viene al caso. . . ),

Rµν = Rλ
µλν = ∂ρΓ

ρ
νµ − ∂νΓ

ρ
ρµ + ΓρρλΓ

λ
νµ − ΓρνλΓ

λ
ρµ , (36)

que, a su vez, se contrae al escalar de Ricci,

R = Rµ
µ = gµνRµν . (37)

- La curvatura, junto con la distribución de enerǵıa-momento, permite enunciar
la ecuación de Einstein.
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Ecuación de Einstein - la ecuación

▶ La distribución de materia y enerǵıa se describe con el tensor de enerǵıa-momento,

Tµν = (ρ+ p) uµuν + p gµν , (38)

siendo ρ la densidad y p la presión (unidades c = 1).

- La conservación de enerǵıa (ν = 0) y momento (1, 2, 3) se expresa como,

∂µT
µν = 0 .

▶ La métrica se calcula con la ecuación de Einstein, (aqúı sin constante
cosmológica),

Rµν −
1

2
R gµν = 8πGTµν , (39)

- En el ĺımite Newtoniano, la ecuación (39) tiende a la de Poisson,

∇2ϕ = −4πGρ .
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Ecuación de Einstein - la métrica de Schwarzschild
▶ Solución a la ecuación de Einstein en el vaćıo con simetŕıa esférica, Rµν = 0.

Comunicada a Einstein por Schwarzschild en diciembre de 1915:

ds2 = −
(
1− rs

r

)
c2dt2 +

(
1− rs

r

)−1
dr2 + r2 dΩ2 . (40)

con rs = 2GM/c2, dΩ2 = dθ2 + sin2 θ dϕ2.

▶ Para estudiar trayectorias se requieren los śımbolos de Christofell. Los no nulos
son (c = 1),

Γttr = Γtrt =
GM

r(r − 2GM)
, Γtθθ = −(r − 2GM),

Γrtt =
GM

r3
(r−2GM), Γrrr =

−GM

r(r − 2GM)
, Γrθθ = −(r−2GM), Γrϕϕ = −(r−2GM) sin2 θ,

Γθrθ = Γθθr =
1

r
, Γθϕϕ = − sin θ cos θ, Γϕrϕ = Γϕϕr =

1

r
, Γϕθϕ = Γϕϕθ =

cos θ

sin θ
.
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Métrica de Schwarzschild - ecuaciones geodésicas

▶ Las cuatro ecuaciones geodésicas (33) son (c = 1,GM = 1),

d2t

dλ2
+

2

r(r − 2)

dr

dλ

dt

dλ
= 0, (45)

d2r

dλ2
+

r − 2

r3

(
dt

dλ

)2

− 1

r(r − 2)

(
dr

dλ

)2

− (r − 2)

[(
dθ

dλ

)2

+ sin2 θ

(
dϕ

dλ

)2
]
= 0, (46)

d2θ

dλ2
+

2

r

dθ

dλ

dr

dλ
− sin θ cos θ

(
dϕ

dλ

)2

= 0, (47)

d2ϕ

dλ2
+

2

r

dϕ

dλ

dr

dλ
+ 2

cos θ

sin θ

dθ

dλ

dϕ

dλ
= 0. (48)

- Estas ecuaciones permiten plantear θ = π/2. . .
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Métrica de Schwarzschild - ecuaciones geodésicas

▶ Para θ = π/2, ec. (47) ⇒ 0 = 0; ecs. (45,48) expresan conservación de {E , L},

d2t/dλ2

dt/dλ
= − 2

r(r − 2)

dr

dλ
⇒ E =

(
1− 2

r

)
dt

dλ
,

d2ϕ/dλ2

dϕ/dλ
= −2

r

dr

dλ
⇒ L = r2

dϕ

dλ
.

▶ La definición de la métrica proporciona una condición adicional,

−ε = −
(
1− 2

r

)(
dt

dλ

)2

+

(
1− 2

r

)−1( dr

dλ

)2

+ r2
(
dϕ

dλ

)2

,

con ε = 0 para fotones.
▶ De esta expresión,

−E 2 +

(
dr

dλ

)2

+

(
1− 2

r

)(
L2

r2
+ ε

)
= 0.
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Métrica de Schwarzschild - órbitas circulares

▶ De las leyes de conservación se obtiene

1

2

(
dr

dλ

)2

+ V (r) = E , (51)

donde E = E 2/2, y el potencial efectivo, con el término relativista a la derecha,

V (r) =
ε

2
− ε

r
+

L2

2r2
− L2

r3
. (52)

▶ Las órbitas circulares se obtienen de dV /dr = 0, de donde,

εr2c − L2rc + 3L2 = 0 ⇒ rc =
L2

2ε

{
1±

√
1− 12ε

L2

}
.
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Métrica de Schwarzschild - órbitas circulares

▶ Las órbitas circulares, rc , de dV /dr = 0, con ϵ = 1,

rc =
L2

2GM

1±

√
1− 12

(
GM

L

)2
 . (55)

La externa (+) es estable; la interna (−) inestable.

▶ Se juntan en
L =

√
12GM ⇒ rc = 6GM = 3rs , (56)

definiendo la última órbita estable.

▶ La enerǵıa de ligadura de una masa m a una distancia r es,

E = mc2

[
1− r − rs√

r2 − 3rrs/2

]
, (57)

con máximo en r = 3rs ⇒ E ≃ 0.057mc2.
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Schwarzschild - órbitas

Figura 3: Órbitas newtonianas (izquierda) y de Schwarzschild (derecha), para distintos valores
de momento angular, L/GM, en el recuadro. Los puntos grises marcan los radios de órbitas
circulares con ḿınimo potencial.
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Hoyos negros en rotación - métrica de Kerr

▶ Hoyos negros en rotación se representan con la métrica de Kerr (1963).

▶ El momento angular se parametriza con el momento angular por unidad de masa
ℓ, tal que 0 ≤ ℓ < m:

▶ Las órbitas estables son más cercanas: si la materia co-rota con el hoyo, la última
órbita estable tiende a rs/2 para ℓ → 1, ⇒ la fracción de enerǵıa extráıble a
η → 1− 1/

√
3 ≃ 0.42.

▶ La métrica de Kerr tiene una ”ergósfera”: r+ = m +
√
m2 − ℓ2 cos2 θ.

▶ Es posible la extracción de enerǵıa del hoyo negro entrando en la ergósfera y
saliendo de ella (Penrose 1969; Blandford & Znajek 1977).
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Hoyos negros en rotación - métrica de Kerr

▶ ds2 expresada por ec. (6.70) de Carroll. . .

▶ La métrica se expresa en coordenadas de Boyer-Lindquist (t, r , θ, ϕ),

x =
(
r2 + ℓ2

)1/2
sin θ cosϕ , y =

(
r2 + ℓ2

)1/2
sin θ sinϕ , z = r cos θ , (58)

indefinidas dentro de un ćırculo de radio ℓ, singularidad de la solución.

▶ Los dos horizontes de eventos, definidos por g rr = 0, ocurren en

r2 − 2GMr + ℓ2 = 0 ⇒ r± = m ±
√

m2 − ℓ2 .
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Hoyos negros en rotación - métrica de Kerr
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Hoyos negros en rotación - métrica de Kerr
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Hoyos negros - métrica de Kerr
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Hoyos negros en rotación - mecanismo de Penrose

El proceso de Penrose (1971)
permite extraer enerǵıa rota-
cional de un hoyo negro de
Kerr, entrando y saliendo en la
ergósfera.
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Hoyos negros en rotación - mecanismo de Penrose

▶ El mecanismo de Blandford-Znajek (1977) se deriva del proceso de Penrose para
extraer enerǵıa de un hoyo negro en rotación.

▶ Dentro de la ergósfera el espacio-tiempo co-rota con el hoyo negro (efecto
Lense-Thirring).

▶ Ĺıneas de algún campo magnético externo se enredan, permitiendo a materia
dentro de la ergósfera salir en dirección axial, extrayendo enerǵıa del hoyo negro.

▶ De manera análoga a un pulsar, la rotación del campo magnético induce un campo
electrostático que puede, en principio, acelerar part́ıculas a muy altas enerǵıas.

- La presencia de cargas tiende a cancelar este campo, pero si la cancelación no es
perfecta se mantiene la aceleración de part́ıculas.
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Hoyos negros: Kerr
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