Apéndice A

Breviario de calculo vectorial

Alberto Carraminana, 14 de septiembre de 2018

Este apéndice es un resumen basico de definiciones y formulas tiles basado
en secciones de los libros citados en las referencias al final. Los temas son:
A.1. La funcién delta de Dirac; A.2. Productos entre vectores;

A.3. Diferenciacion sobre curvas y superficies; A.4. Campos vectoriales;
A.5. Integracién; A.6. Sistemas de coordenadas.

A.1. La funcidon delta de Dirac

La funcién § de Dirac permite definir entidades discretas de manera ma-
tematicamente formal. Se puede definir de varias maneras, en particular
asignandole las propiedades,

6<x>={ O e [ i = £0). (A1)

400 para z =0, oo

En particular [*2° §(x)dr = 1. Una manera alternativa de definir la funcién
§ es como el limite de una gaussiana, g(z) = (2r02)~1/2 exp{—22/20?}, para
o — 0. Esta es una gaussiana infinitamente angosta con valor divergente en
x = 0, manteniendo su normalizacién.

La funcién delta puede generalizarse mediante translaciones

d(x—a)= { 0 para z7a, /+OO f(x)d(z—a)dx = f(a), (A.2)

+o00 para r =a, o0
y a un numero arbitrario de dimensiones,

O —710) = 6(x — 20)d(y — yo)d(z — 20) , (A.3)



de manera que [ (7 — 7)dxdydz = 1, al integrar sobre todo el espacio.
Como ejemplo, la densidad de carga debida a un conjunto de N cargas
puntuales de valores ¢, situadas en posiciones 7, se especifica como:

N
M= ad(F 7). (A4)
1=1

Las propiedades de la funcién delta permiten obtener el potencial ¢(7) eva-
luando la funcién dentro de la integral en los puntos 7,, es decir

@(’:‘):/\g(j%d / 7 d3/

Nétese que §(z) tiene unidades de inverso de x, y d(7) unidades de densidad
numérica.

La funcién § adquiere forma particular en coordenadas cilindricas y
esféricas, dadas por la condiciéon de normalizacion:

(A.5)

/5 F)RAR g dz — 1 = §(7) = E 5(R — Ro)5(é— 60)3(= — 20), (A.6)
/5 Yr2dr sinfdf do = 1 = §(F) = :25(r—r0)5(cos0—C0$90)6(¢—¢0).
(A7)

A.2. Productos entre vectores

A.2.1. Producto interno

Para dos vectores a@ y b en el espacio Euclidiano de tres dimensiones, el
producto interno (o producto punto) entre ellos estéd definido como,

-

a-b=azb, +ayb, + a.b,

En particular se define la norma (“longitud”) de un vector, |@| con la relacién
a®? = |@|?> = @ - @. Por definicién se cumplen las siguientes propiedades:

-a >0, (ii) ad@- b= (ad@)-b=a- (ab), siendo o un escalar,

—~
-
~—
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(i) @ (b+&)=a-b+a-é (ivya@-b=5b-a

(v) la desigualdad de Cauchy-Schwarz: |a@ - b < |@||b].
La proporcionalidad viene dada por el angulo 8 entre ambos vectores:
cos® = |a - b|/|d||b|.



A.2.2. Producto vectorial

El producto vectorial (o producto cruz) entre d y b est4 definido como

T 9 2
Axb=|a; ay a
by by b,

Por definicién el producto vectorial cumple con las siguientes propiedades:

A.3. Diferenciacion sobre curvas y superficies

Una funcién de tres coordenadas (z,y, z) del tipo f(z,y,2) = ¢, con ¢ una
constante, describe una superficie en el espacio de tres dimensiones. La in-
terseccion de dos superficies describe una curva en tres dimensiones. Un
ejemplo de superficie es la esfera de radio r dada porz? + y? + 22 = r2. La
interseccion de la esfera con el plano z = 0 nos da una curva en el plano xy.

Curvas en el espacio pueden definirse de forma paramétrica, como trayec-
torias definidas con las tres coordenadas como tres funciones (z(t), y(t), z(t))
de un mismo parametro t. Por ejemplo, el circulo de radio r en el plano zy
puede describirse como: (r cos(t),rsin(t),0), con 0 < t < 2.

La longitud de arco ¢ de una trayectoria 7(t) para a < t < b se define

Ccomo b b
z:/ |7 dt:/ Va2 4+ g2+ 22 dt,

donde & = dx/dt.



A.3.1. Derivada parcial y gradiente

Las derivadas parciales se definen con respecto a cada una de las coordenadas

de acuerdo a
of [f(FﬂLEf?)—f(F)]

— = lim
Ox  e=0 €

donde 7=z + yy + 22 y las derivadas parciales 0f /0y y 0f/0z se definen
substituyendo = por y o z. Las derivadas parciales de mayor oden se hacen
mediante derivaciones sucesivas:
o= 3 (55) =75 (50) =
0x0y Oz \ Oy oz

T Ay - Oyoxr

con la notacién 9% f/0x? = 92 f /0xOx. Se puede definir la derivada de f con
respecto a un pardmetro t, donde suponemos 7 = (z(t), y(t), z(t)), a través
de la regla de la cadena:

4 _ofde  ofdy  9fd

dt  Oxdt Oydt Ozdt’

Para la ecuacién z = f(z,y), el plano tangente a la superficie descrita
en el punto zg = f (x0,yo) estd dado por

z = f(x0,y0) + Bﬂo(x—wo)-i- {gﬂo(y—yo) ;

las derivadas parciales siendo evaluadas en (zg, y9). Definiendo el gradiente
de la funcién f como
of .. of . 9of
Vf==—2+ =9+ 2
/ Ox + ny + 0z’
el plano tangente a la superficie ¢ (z,y,2z) = 0 en el punto 7 corresponde
entonces con Vg - (7 — 7y) = 0. El gradiente corresponde con la direccién de
mayor crecimiento de f y es ortogonal a las curvas de nivel (f = constante).

A.3.2. Teorema de Taylor y extremos

El teorema de Taylor se generaliza para funciones f(7) con la expresién, aqui
a segundo orden,

% f

e | T

F(Fo + F) = (o) + V(o) - oy Dl [
2y

70
Los puntos extremos de la superficie corresponde a V f (7p) = 0. La determi-

nacién de si un punto extremo es maximo o minimo requiere la evaluacion
del Hessiano en dicho punto (ver Marsden & Tromba).



A.4. Campos vectoriales
Un campo vectorial es una funcién en un espacio de misma dimension que

el de coordenadas (n = 3 por lo general):
F(7) = Fylx,y, 2)& + Fy(z,y, 2)) + Fux,y,2)2

La divergencia de F' se define como

y el rotacional como
T g 2z
- J0F, OF, J0F, OF 0F, OF,
ere| b § |- ()
. Oz %U %Z . oy 0z Y 0z ox 2 or y
Y z

A partir de la divergencia se define el operador Laplaciano, derivada de

segundo orden de una funcién escalar:
*f  O*f  OPf

2 = . = — _ [

Vef=V-(Vf) 92 + a2 Tz

Algunas propiedades de los operadores vectoriales
VxVf=0, v(vXﬁ):o,
Vx (Vx F)=v(V-F)-VF,
v («pﬁ):ﬁ-erw F,
vx(¢ﬁ):v¢xﬁ+wxp,
V(E-B)=(E-V)B+ (B-V)E+Ex (VxB)+Bx(VxE
v (Exé - B (VXE)—E (VXE),
Vx(ExB)=E(V-B)-B(V-E)+(B-V)E-(E-Vv)B




A.5. Integracion

A.5.1. Integral de area

Para una funcién f(z,y) podemos definir la integral de f sobre una regién
R, contenida en el plano zy,

Iz/Rﬂ:c,y)dA,

con dA = dx dy, quedando implicito que la integracién es doble (sobre dx
y sobre dy). En el caso de una regién definida por intervalos de la forma
a1 < x < by, az <y < by (un rectdngulo) la integral se calcula sobre cada

una de las variables,
ba by
-/ f(a,y)dz ) dy.
a9 al

Regiones mas complejas pueden ser descritas acotando y mediante dos fun-
ciones ¢1(x) <y < ¢2(x), la integral se calcula de acuerdo con

by p2(x)
I=/ (/ f(x,y)dy> dx .
ai ¢1(x)

A.5.2. Integral de volumen

La integral de volumen es una generalizacién a tres dimensiones. Para una
funcién f(z,y,z) y una regién R del espacio de tres dimensiones podemos
definir,

fz/Rf@c,y,z)dv,

con dV = drdydz = d®r. La integral es triple y se calcula definiendo la
regién R, ya sea con intervalos de x,y y z (un paralepipedo) o con funciones
que describan la regién, por ejemplo

b1 $2(x) Y2(z,y)
I:/ (/ (/ f($,y,z)dz> dy> dr .
ay é1(z) Y1(z,y)

Muchas veces es conveniente un cambio de variables o de sistema de
coordenadas. La integral, originalmente sobre {x,y, z} se calcula en el nuevo
sistema de coordenadas {u,v,w} empleando el determinante

Ox/Ou Ox/0v Ox/Ow
=| dy/Ou Oy/dv dy/ow |,

’ 9(z,y,2)
0z/0u 0z/0v Oz/ow

O(u,v,w)




ldenominado el Jacobiano de la transformaciéon de coordenadas. Tenemos,

IZ/Rf@,y,z)d:cdydz:/Rf(u,v,w)‘é’(%w

dudvduw,
(u, v, w)

requiriéndose la redefinicién de la regién R en términos de {u,v, w}. Ejem-
plos basicos de transformaciones de coordenadas son los correspondientes a
los sistemas de coordenadas cilindricas y esféricas.

A.5.3. Integral de trayectoria

Para una funcién f(z,y, z) y trayectoria parametrizada mediante el vector
7 (t) podemos definir la integral de la funcién sobre dicha trayectoria como

1= [ s, v, 200 50| @

donde a <t < b. La diferencial de trayectoria es,

ds = |G ()| dt = \/(dow /d0)* + (doy /dt)? + (do/dt)? d .

A.5.4. Integral de linea

Para un campo vectorial F (z,y, z) podemos definir la integral de linea sobre
una trayectoria parametrizada por &(t), donde a < ¢t < b, como

b —
- / F5(t)] - &(t) dt .

A.5.5. Teoremas de analisis vectorial
Teorema de Gauss

Sea 2 una regién de tres dimensiones contenida dentro de la superficie ce-
rrada 9€). Para un campo vectorial E tenemos

/Q(V-E) dv = agﬁ.da.

Teorema de Stokes

Para un campo vectorial F' definido sobre una region .S, siendo ésta una
superficie abierta dentro del espacio de tres dimension y acotada por la
curva cerrada 05, tenemos

/S(VXF)-daz ) Fdl.
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Un campos conservativo es aquel que puede derivarse de un potencial, es
decir F' = —V¢. Como consecuencia de las expresiones del calculo vectorial,
para un campo conservativo tenemos: Vx F =0,y §F -dl =0.

A.6. Sistemas de coordenadas

El sistema basico de coordenadas es el cartesiano, donde los vectores de
base son constantes en el espacio. En los demads sistemas de coordenadas la
orientacion de los vectores depende de la posicion.

Dado un sistema de coordenadas {£1, &2, &3}, calculamos los factores de
escala {h1, ha, h3} que nos permiten encontrar las expresiones de operadores
las y diferenciales de linea,

*:Zh Gdg — di* = thdél, (A-8)

siendo &; los vectores ortonormales que definen al sistema de coordenadas y

C R CINE R

Los términos cruzados se anulan para un sistema de coordenadas ortonor-
mal. Los operadores Vi), V X ff, V- A se definen a través de su expresion en
coordenadas cartesianas, con A = (& /hi)(hiA;), v empleando las expre-
siones de calculo vectorial de §A.1, de donde salen las formas para sistemas
arbitrarios de coordenadas:

ot 4
V.4 = - }th {a(hgfgm) N 3(h22142) N a(hgng?))] |
Vxd = hig { 0(22 (hgAsz) — 823(@142)} + h’il { ai(hlAl) 8‘; (hs Ag)]
+ hig {8(21(]12‘42) 822%1‘41)}’

Vi = V- (V)
_ 1 {8 <h2h3 61/1)+ <h3h1 81&)4_ (h1h2 81/1)] '
hihohg 106 \ h1 0& /) 0& \ he 0% /) 0 \ hs 0&
Aparte de las expresiones en cada sistema, tenemos la diferencial de volumen
dV = (h1hghs) d§1d€adEs , y las relaciones generales V-7 =3, V x 7= 0.




A.6.1. Coordenadas cartesianas (z,y, 2)

Factores de escala: hy = ho =hs =1.

diferencial de linea: df = & da + §dy + 2 dz = df* = da? + dy? + d=?.
diferencial de volumen: d*r = dx dy dz .

derivadas vectores de base: dt = dy = dzZ = 0.

vector posicién: ¥ = xZ + yy + 2% .

vector velocidad: 7 = &3 + yy+ 22

vector aceleracion: 7 = £ + 4y + 22.

Operadores vectoriales:

) o 0A, 04, OA.
vw_x6x+y8y+zﬁz’ VA= Ox + oy + 0z’
o (DA, OA,\ (DA, A\ (DA, 8Am>
VXA_x(@y 82) (62 8x>+z(8x oy )’
Py Py Y
2, —
vw_8m2+8y2+3z2'
A.6.2. Coordenadas cilindricas (R, ¢, z)
A
R y
¢ P -
¢ B ~
R 8
b 9
: X
G

Figura A.1: Sistemas de coordenadas cilindricas (izq.) y esféricas (der.).



e Transformacién de coordenadas: x = Rcos¢, y = Rsin ¢.
e Factores de escala: hy =1, ho = R, hg = 1.
e Diferencial de linea:
dl' = RAR+ ¢ Rdg + 2dz = d(? = dR? + R%d¢? + d22.
e Diferencial de volumen: d®r = RdR d¢ dz.
e Base vectorial: R = & cos¢ + §sing, ¢ = —&sin ¢ + j cos ¢.
e Derivadas vectores base: dR = ¢3d¢, qu) = —Rdgf), dz=0.
e Vector de posicion: 7= RR + 23.
e Vector de velocidad: 7= RR + Rbo + 23.
e Vector aceleracién: 7 = (R — R¢®)R + (Rp + 2Rd) ¢ + 3.

Operadores vectoriales:

. . B A .
vo_ fO¥, gL00 00 o g 10(RAR) 104, 04

OR " "Rd¢ 0z R OR R 8¢ = 0z’

L (10A. OA)\ . (0An DAL\ 2 6(RA¢)_8AR)

VXA_R(R(% 82) (az 8R) R( orR 06 )"
2 _18< W) 10% 0%
VY=gr\"or) TRas T o2

A.6.3. Coordenadas esféricas (r,0, ¢)

Relacionadas con coordenadas cilindricas con: R = rsinf, z = r cos 6.

Transformacién de coordenadas: © = rsinflcos¢, y = rsinfsin¢, z = rcosf .

Factores de escala: hy =1, ho = r, hg = rsin6.

Diferencial de linea:

dl = idr + ¢rsin@de + Ordd = de® = dr? + r?sin? 0 dg? + r2d6>.

diferencial de volumen: d®r = r2sin @ dr df d¢ .

Base vectorial:

7 =2sinfcos ¢ + ysinfsin ¢ + Zcos b, 6 = Tcoshcosp+ ycoshsing — Zsinf

qg = —Zsin¢ + g cos ¢.
e Derivadas vectores base:

di = —0d0 + psinfd¢, df = —rdh+ pcosOdp, dp = —(Fsind + 6 cos ) do.
e Vector posicién: 7= r7.

Vector velocidad: 7= 77 — rf 0 + rsin 09 QAS

vector aceleracion:

7= (4102 — r¢?sin 0)F — (270 + 10 + r¢2 sin 0 cos 0)0 + (2¢dsin 6 + résin )¢ .

10



Operadores vectoriales:

A ) ) ) . )
vp_ Q0000 6 00 o on LO0PA) 1 Osin0Ay) 1 04,

or 'r 80 rsinfog’ 2 or +rsin0 00 +rsin9 o¢
o [0(Agsing) aAg] [ 104, 18(7&4@} é [a(rAg) B 8AT]
VA = rsin 6 [ 00 fole +0 rsinf d¢p r OR +r or 00
2 0Y 1 .0 1 0%
2 L0 .
Vq/}_ ( 8r)+r231n09( 089>+r2sin29(9¢2'
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