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Radiación en la atmósfera - referencias

Algunas referencias

▶ “Atmospheric science”, Wallace & Hobbs, ed. Academic Press, 2nd edition.

▶ “An introduction to atmospheric physics”, Andrews, ed. Cambridge, 2nd edition.

▶ “An introduction to atmospheric radiation”, Liou, ed. Academic Press, 2nd ed.

▶ “Classical electrodynamics”, Jackson, ed. Wiley, 3rd edition.

▶ “Quantum mechanics”, Cohen-Tannoudji, Diu & Laloé, ed. Wiley.

▶ “Radiative processes in astrophysics”, Rybicki & Lightman.
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Radiación en la atmósfera - temas
3.1 Radiación electromagnética.

- Ecuaciones de Maxwell, ondas electromagnéticas, espectro electromagnético.

3.2 Transferencia radiativa.

- Intensidad, emisión, absorción, dispersión, ecuación de tranferencia.

3.3 Radiación de cuerpo negro.

- Ĺıneas de Fraunhofer, ley de Kirchhoff, función de Planck, emisión térmica.

3.4 Sistemas cuánticos.

- Sistema de dos niveles, fundamentos y función de onda, ec. de Shrödinger,
átomos, moléculas.

3.5 Radiación solar en la atmósfera terrestre.

- Absorción de luz UV, dispersión,

3.6 Radiación térmica infrarroja en la atmósfera.

- Opacidades IR, transferencia, atmósfera gris, enfriamiento y calentamiento,
emisión terrestre.
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3.1. Radiación electromagnética
▶ El modelo clásico de la radiación electromagnética se basa en la electrodinámica.

- La radiación electromagnética está constituida por ondas de campos eléctricos y
magnéticos que pueden propagarse en un medio o en el vaćıo.

- La electrodinámica se basa en las ecuaciones de Maxwell, derivadas de leyes
emṕıricas.

▶ Existe también la interpretación cuántica.

- La radiación EM está constituida por fotones, cuya enerǵıa es proporcional a la
frecuencia de la onda EM.

Referencia: “Classical electrodynamics”, J.D. Jackson, 3a edición.
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3.1. Radiación electromagnética - ecuaciones de Maxwell
▶ Las ecuaciones de Maxwell en un medio son,

∇ · D⃗ = ρ, ∇× E⃗ +
∂B⃗

∂t
= 0, ∇ · B⃗ = 0, ∇× H⃗ − ∂D⃗

∂t
= ȷ⃗, (1)

con (E⃗ , B⃗) campo eléctrico e inducción magnética; (D⃗, H⃗) desplazamiento
eléctrico y campo magnético; (ρ, ȷ⃗) densidades de carga y corriente.

- El desplazamiento eléctrico viene dado por

D⃗ = ϵE⃗ = ϵ0E⃗ + P⃗,

con P⃗ polarización eléctrica, ϵ/ϵ0 constante dieléctrica del medio (ϵ0 en el vaćıo).

- El campo magnético es
H⃗ = B⃗/µ = B⃗/µ0 − M⃗,

con M⃗ magnetización, µ permeabilidad magnética del medio (µ0 en el vaćıo).
▶ Se define el ı́ndice de refracción de un medio como n =

√
µϵ/µ0ϵ0.

- Para el aire, a 0◦C, 1 atm: n = 1.000 293; para el agua, a 20◦C: n = 1.333.
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3.1. Radiación electromagnética - ondas electromagnéticas
▶ En ausencia de fuentes y con (ϵ, µ) fijas,

∇ · E⃗ = 0, ∇× E⃗ +
∂B⃗

∂t
= 0, ∇ · B⃗ = 0, ∇× B⃗ − µϵ∂E⃗

∂t
= 0, (2)

▶ De donde obtenemos las ecuaciones de onda1,

∇2E⃗ − µϵ∂
2E⃗

∂t2
= 0, ∇2B⃗ − µϵ∂

2B⃗

∂t2
+ = 0. (3)

▶ Las ecuaciones de onda tienen soluciones armónicas,

E⃗ (r⃗ , t) = E0 ê exp
{
i(k⃗ · r⃗ − ωt)

}
, B⃗(r⃗ , t) = B0 b̂ exp

{
i(k⃗ · r⃗ − ωt)

}
, (4)

que satisfacen la relación de dispersión:

k2 − µϵω2 = 0. (5)

1Usando ∇× (∇× a⃗) = ∇(∇ · a⃗)−∇2a⃗
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3.1. Radiación electromagnética - ondas electromagnéticas
▶ Las expresiones en (4) corresponden a ondas con velocidad de propagación,

v = 1/
√
µϵ = c/n , (6)

con c = 1/
√
µ0ϵ0 la velocidad de la luz en el vaćıo2.

▶ La frecuencia angular (ω) se relaciona con la frecuencia (ν) y el vector de onda
(k⃗) con la longitud de onda (λ),

ω = 2πν, k⃗ = (2π/λ)k̂ ,

siendo k̂ la dirección de propagación de la onda.

▶ Lo que permite escribir la relación de dispersión como

λν = v = c/n. (7)

2c = 299 792 458ms−1, exactamente.
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3.1. Radiación electromagnética - ondas electromagnéticas
▶ Las ecuaciones (2) relacionan los campos con el vector de onda, k⃗,

k⃗ · B⃗ = 0, k⃗ × E⃗ = ωB⃗, k⃗ · E⃗ = 0, k⃗ × B⃗ = −µϵω E⃗ ,

de las que se desprende{
k⃗ ⊥ B⃗, kE0 = ωB0,

k⃗ ⊥ E⃗ , kB0 = µϵωE0,
⇒ E⃗ ⊥ B⃗, E0 = B0 c/n

▶ Los campos {E⃗ , B⃗} son proporcionales, perpendiculares entre śı y ambos
perpendiculares a la propagación k̂ .

▶ Comportamiento temporal de los vectores {E⃗ , B⃗} −→ polarización de la onda.
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3.1. Radiación electromagnética - ondas electromagnéticas - polarización

▶ Eligiendo k⃗ = kẑ se tiene,

E⃗ (r⃗ , t) = E0 ê exp {i(kz − ωt)} , B⃗(r⃗ , t) = B0 b̂ exp {i(kz − ωt)} ,

con {ê, b̂} ortogonales y restringidos al plano xy .

▶ Esto permite definir modos independientes de polarización, en particular:

- dos modos de polarización lineal:

{ê = x̂ ⇒ b̂ = ŷ}, {ê = ŷ ⇒ b̂ = −x̂};

- dos modos de polarización circular:

ê =
1√
2
(x̂ ± i ŷ) , b̂ =

1√
2
(∓i x̂ + ŷ) .

▶ El modo general de polarización para una onda monocromática es una
combinación de modos ortogonales → polarización eĺıptica.
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3.1. Radiación electromagnética - ondas electromagnéticas

▶ La solución más general a la ecuación
de onda es una superposición de
ondas monocromáticas con distintas
propiedades de polarización.

▶ El vector de Poynting describe el flujo
de enerǵıa EM, [Wm−2],

S⃗ = E⃗ × H⃗ =

(
ε

µ

)1/2

|E0|2 k̂ . (8)

▶ En la descripción cuántica, la radiación EM está formada por “cuantos”de
enerǵıa, E = hν, con h la constante de Planck3.

3h = 6.626 069× 10−34 JHz−1 = 4.135 667× 10−15 eVHz−1.
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3.1. Radiación electromagnética - espectro electromagnético

Figura 1: Izquierda: el espectro electromagnético en la astronoḿıa. Se cuantifica empleando
frecuencias, longitudes de onda o enerǵıas de acuerdo a λν = c , E = hν. Derecha: la respuesta
del ojo humano coincide con el espectro de la luz solar. La ĺınea punteada denota la respuesta
de visión nocturna, más hacia el azul.
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3.1. Radiación electromagnética - espectro visible e infrarrojo

Banda λ (µm) ν̄ (cm−1) ν (Hz)

Lyman α 0.126 79 365 2.38× 1015

Ultravioleta (U) 0.360 27 780 8.33× 1014

Azul (B) 0.440 22 727 6.81× 1014

Visual (V) 0.550 18 182 5.45× 1014

Rojo (R) 0.700 14 286 4.28× 1014

Infrarrojo cercano (I) 0.900 11 111 3.33× 1014

Infrarrojo cercano (J) 1.25 8 000 2.40× 1014

Infrarrojo cercano (K) 2.2 4 545 1.36× 1014

Infrarrojo medio (M) 5.0 2 000 6.00× 1013

Infrarrojo medio (N) 10.2 980 2.94× 1013

Infrarrojo medio (Q) 21 476 1.43× 1013

Tabla 1: Bandas del espectro EM en el visible y alrededor empleadas en astronoḿıa y
pertinentes en el estudio de la atmósfera. Se incluye el número de onda, ν̄ = 1/λ.
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3.2. Transferencia radiativa

3.2.1. Definiciones: intensidad espećıfica, flujo de enerǵıa.

3.2.2. Absorción, emisión espontánea, emisión inducida.

3.2.3. Ecuación de transferencia radiativa; dispersión.
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3.2. Transferencia radiativa - intensidad espećıfica

▶ Para describir la radiación se define la intensidad espećıfica, Iν o Iλ, como el flujo
de enerǵıa por unidad de área, tiempo, ángulo sólido y banda espectral (ν o λ),

dE
dA dt

= Iν(r⃗ , k̂, t) (k̂ · n̂) dΩ dν = Iλ cos θ dΩ dλ , (9)

con n̂ el vector unitario normal al área dA; cos θ = k̂ · n̂.
- Unidades Iν : [Wm−2sr−1Hz−1]; Iλ : [Wm−2sr−1µm−1].

▶ La intensidad espećıfica puede integrarse sobre intervalo espectral,

I =

∫
Iν dν =

∫
Iλ dλ → [Wm−2sr−1] ,

por lo que,
Iν dν = −Iλ dλ ⇒ Iλ = (c/λ2) Iν .
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3.2. Transferencia radiativa - conservación de la intensidad
▶ Enerǵıa emitida, 1→ 2:

dE (1) = I
(1)
λ dA1 dt dλ dΩ1.

▶ Enerǵıa recibida, 2← 1:

dE (2) = I
(2)
λ dA2 dt dλ dΩ2.

- Por construcción,{
dA2 = r2 dΩ1,
dA1 = r2 dΩ2,

⇒ dA1 dΩ1 = dA2 dΩ2.

▶ En ausencia de absorción o emisión de radiación entre 1 y 2, la conservación de la
enerǵıa implica intensidad constante,

dE (1) = dE (2) ⇒ I
(1)
λ = I

(2)
λ ⇒ dIλ

ds
= 0. (10)

- La intensidad se conserva a lo largo de la trayectoria definida por s.
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3.2. Transferencia radiativa - flujo de enerǵıa del Sol

▶ A partir de la intensidad se define el flujo de enerǵıa por intervalo espectral
(Wm−2µm−1;Wm−2Hz−1) y el flujo de enerǵıa integrado (Wm−2),

Fν =

∫
Iν cos θ dΩ, F =

∫
Fν dν =

∫
Fλ dλ . (11)

▶ Para una fuente de tamaño angular pequeño (∆Ω⋆ ≪ 1), vista en la dirección θ⋆,

Fλ ≃ Iλ cos θ⋆∆Ω⋆ −→ F ≃ I cos θ⋆∆Ω⋆ .

- La intensidad de la radiación recibida del Sol:

F⊙ = 1367Wm−2, ∆Ω⊙ ≃ 6.84×10−5sr ⇒ I
(r)
⊙ = F⊙/∆Ω⊙ ≃ 2×107Wm−2 sr−1.

- El Sol tiene una luminosidad L⊙ = 3.84× 1026W, un radio R⊙ = 6.96× 108m,

de donde el flujo y la intensidad de la radiación emergente (usando F⊙ = πI
(e)
⊙ ),

F⊙ =
L⊙

4πR2
⊙

= 6.31× 107Wm−2 ⇒ I
(e)
⊙ =

F⊙
π
≃ 2× 107Wm−2 sr−1 = I

(r)
⊙ .
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3.2. Transferencia radiativa - flujo de enerǵıa

Figura 2: Arriba: flujo
recibido de una fuente de
tamaño angular pequeño.
Abajo: flujo emergente de
una superficie con emisión
isotrópica.
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3.2. Transferencia radiativa - absorción

▶ La presencia de un medio provoca absorción de radiación, descrita por,

dIλ
ds

= −αλIλ , (12)

con αλ coeficiente de absorción (en unidades de m−1).

- El inverso del coeficiente de absorción es el camino libre medio, ℓλ = 1/αλ.

- El coeficiente de absorción depende de la densidad de absorbedores (n) y su
sección eficaz (σλ, en cm2), la cual a su vez depende de la longitud de onda,

αλ = nσλ = ρκλ,

con κλ el coeficiente de opacidad (g−1cm2), ρ la densidad de masa.
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3.2. Transferencia radiativa - absorción

▶ El proceso de absorción (12) resulta en la atenuación exponencial de la intensidad,

Iλ(s) = Iλ(0)e
−τλ , (13)

con la definición de la profundidad óptica,

τλ ≡
∫ s

0
αλ(s

′) ds ′ . (14)

▶ Se distinguen los medios ópticamente delgados (τλ ≪ 1, “transparentes”), y
ópticamente gruesos (τλ ≫ 1, “opacos”).
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3.2. Transferencia radiativa - absorción

Coeficiente de absor-
ción del agua entre UV
y ondas de radio. 4

4
Kebes at English Wikipedia, CC BY-SA 3.0, https://commons.wikimedia.org/w/index.php?curid=23793083
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3.2. Transferencia radiativa - emisión espontánea, emisión inducida

▶ El medio puede aportar enerǵıa radiativa mediante la emisión espontánea de
radiación, descrita con el coeficiente de emisión, jλ [Wm−3sr−1µm−1],

dIλ
ds

= jλ ⇒ Iλ(s) = Iλ(0) +

∫ s

0
jλ(s

′) ds ′.

- Se emplea también la emisividad espećıfica:

ϵλ = 4πjλ/ρ [Wkg−1].

▶ Un tercer proceso es la emisión estimulada, o inducida, que opera de manera
análoga a la absorción, pero incrementando la intensidad del haz.

- Corresponde con una contribución negativa al coeficiente de absorción.

- La luz laser es un ejemplo de emisión estimulada.
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3.2. Transferencia radiativa - la ecuación de transferencia radiativa

▶ Al considerar conjuntamente emisión espontánea, emisión inducida y absorción se
obtiene la ecuación de transferencia radiativa,

dIλ
ds

= −αλ Iλ + jλ. (15)

▶ La ecuación de transferencia se plantea también en términos de la profundidad
óptica,

dIλ
dτλ

= −Iλ + Sλ, (16)

definiendo la función fuente,
Sλ ≡ jλ/αλ. (17)

- Para Sλ constante,

Iλ(τλ) = Iλ(0) e
−τλ + Sλ

(
1− e−τλ

)
→

{
Iλ(τλ) ≃ Iλ(0) para τλ ≪ 1,
Iλ(τλ) ≃ Sλ para τλ ≫ 1 .

(18)
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3.2. Transferencia radiativa - dispersión

▶ El proceso de dispersión consiste en la absorción y re-emisión de radiación sin
alterar su longitud de onda, pero modificando su propagación.

▶ Para incluir la dispersión se emplea la intensidad media, Jλ, promedio de la
intensidad sobre todas las direcciones,

Jλ =
1

4π

∫
Iλ dΩ , (19)

▶ La dispersión remueve radiación de un haz, proporcionalmente a su intensidad y al
coeficiente de dispersión αd

λ, redistribuyéndola isotropicamente.

▶ La contribución de la dispersión a la transferencia de radiación es,

dIλ
ds

= −αd
λIλ + αd

λJλ = −αd
λ(Iλ − Jλ). (20)

▶ En la atmósfera se distinguen los procesos de dispersión de Rayleigh y de Mie.
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3.2. Transferencia radiativa - dispersión

Figura 3: Dispersión y dispersión múltiple en la atmósfera. La radiación dispersada conserva la
longitud de onda, pero el espectro puede modificarse al depender la sección eficaz de λ.
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3.2. Transferencia radiativa - caso general

▶ La ecuación de transferencia radiativa, sin dispersión, tiene solución general,

dIλ
dτλ

= −Iλ + Sλ ⇒ Iλ(τλ) = Iλ(0) e
−τλ +

∫ τλ

0
Sλ(τ

′
λ) e

(τ ′λ−τλ) dτ ′λ. (21)

- Emisión térmica: Sλ = Bλ(T ), la función de Planck, que depende sólo de la
temperatura T (§3.3), la cual puede evaluarse localmente.

▶ La ecuación de transferencia con dispersión (αd
λ), absorción (αa

λ) y emisión es,

dIλ
ds

= −(αa
λ + αd

λ)Iλ + jλ + αd
λJλ. (22)

- Definiendo el coeficiente de extinción, dτλ = (αa
λ + αd

λ) ds, y con emisión
térmica, se tiene,

dIλ
dτλ

= −Iλ + Sλ con Sλ =
αaBλ(T ) + αd

λJλ

αa
λ + αd

λ

. (23)



3.3. Emisión térmica y ĺıneas espectrales
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3.3. Emisión térmica y ĺıneas espectrales - ĺıneas de Fraunhofer

Figura 4: Sello conmemorativo del bicentenario del natalicio de Joseph Fraunhofer, descubridor
de las ĺıneas espectrales.
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3.3. Emisión térmica y ĺıneas espectrales - ĺıneas de Fraunhofer
▶ La emisión de radiación puede darse con

espectro continuo o discreto (en ĺıneas).

▶ En 1814 Fraunhofer descubrió las
principales ĺıneas oscuras del espectro del
sol.

▶ Las ĺıneas identifican la naturaleza del
medio, el cual absorbe y emite radiación
en longitudes de onda espećıficas.

▶ Kirchhoff notó que un buen (mal)
absorbedor a una λ dada, es buen (mal)
emisor a esa misma λ.

▶ Un cuerpo negro es un absorbedor
perfecto en toda longitud de onda. Por
tanto un emisor perfecto.
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3.3. Emisión térmica - ley de Kirchhoff

Figura 5: Ilustración de la ley de Kirchhoff. A la derecha el espectro del hidrógeno, en emisión y
en absorción.
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3.3. Emisión térmica - ley de Kirchhoff
▶ Gustav Kirchhoff estudió la interacción de la

radiación con la materia, en un equilibrio entre
absorción y emisión.

▶ Mostró que el equilibrio radiativo se cumple para
toda frecuencia, todo punto y toda dirección.

▶ Dedujo que en equilibrio termodinámico,

jν = ανBν(T ) , (24)

con {jν , αν} coeficientes de emisión y absorción
intŕınsecos al objeto, y Bν(T ) una función
universal de la temperatura.

▶ Planck encontró emṕıricamente la función Bν(T ) y posteriormente la dedujo de
forma teórica, requiriendo que los intercambios de enerǵıa cumplan E = hν.
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3.3. Emisión térmica - radiación de cuerpo negro
▶ La radiación de cuerpo negro es isotrópica y está dada por la función de Planck,

Iν = Bν(T ) =
2hν3/c2

ehν/kT − 1
⇔ Iλ = Bλ(T ) =

2hc2/λ5

ehc/λkT − 1
. (25)

▶ Al integrar sobre el espectro se obtiene la ley de Stefan-Boltzmann5,

B(T ) =

∫ ∞

0
Bν(T ) dν =

∫ ∞

0
Bλ(T ) dλ =

σ

π
T 4. (26)

▶ Emisión isotrópica ⇒ F = 0. La integración sobre medio hemisferio da,

F (T ) =

∫ 2π

0

∫ π/2

0
B(T ) cos θ sin θdθ dϕ = πB(T ) = σT 4. (27)

▶ El máximo de la función de Planck cumple la ley de Wien,

λmaxT ≈ 2.898mmK. (28)

5 σ = 2π5k4/15h3c2 = 5.670 400× 10−8 Wm−2K−4.



Figura 6: Función de Planck para distintas temperaturas.
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3.3. Emisión térmica - radiación atmosférica
La radiación en la atmósfera se diferencia en
dos componentes, que se pueden visualizar
en primera instancia como cuerpos negros:

1. radiación solar:

- T = 5780K; λmax = 0.5µm,

- 90% de emisión: λ ∈ (0.32, 2.16)µm,

ν̄ = λ−1 ∈ (4 700, 30 000) cm−1.

2. radiación térmica atmosférica

- T ≃ 255K; λmax ≃ 11.4µm,

- 90% de emisión: λ ∈ (7.34, 48.9)µm,

ν̄ = λ−1 ∈ (200, 1 400) cm−1.
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3.3. Ĺıneas espectrales - sistema cuántico de dos niveles

▶ En 1916 Einstein realiza el análisis de la interacción entre radiación y materia,
suponiendo un sistema con dos niveles de enerǵıa.

▶ En este sistema:

- la radiación puede ser absorbida, en una transición 1→ 2,

- la radiación puede estimular la emisión de más radiación: transición 2→ 1,

- la radiación puede ser emitida de forma espontánea: transición 2→ 1.
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3.3. Ĺıneas espectrales - coeficientes de Einstein

▶ La emisión espontánea se describe con la probabilidad de transición por unidad
de tiempo: coeficiente A21.

▶ La absorción se describe con la probabilidad de transición, B12J̄, producto del
coeficiente B12 y la intensidad media de la radiación,

Jν =
1

4π

∫
Iν dΩ, J̄(ν) =

∫ ν+∆ν

ν−∆ν
Jν ϕ(ν

′) dν ′, (29)

donde ϕ(ν) es la respuesta del sistema alrededor de ν = (E2 − E1)/h.

▶ La emisión inducida se describe con la probabilidad de transición, B21J̄, con B21

el coeficiente respectivo.

▶ El equilibrio de poblaciones entre niveles requiere, n1 → n2 = n2 → n1,

n1B12J̄ = n2A21 + n2B21J̄ ⇒ J̄ =
A21/B21

(n1/n2)(B12/B21)− 1
. (30)
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3.3. Ĺıneas espectrales - coeficientes de Einstein

▶ De acuerdo a la mecánica estad́ıstica, en equilibrio termodinámico las poblaciones
de dos niveles de enerǵıa, separados por ∆E = E2 − E1, satisfacen,

n1/n2 = (g1/g2) e
(E2−E1)/kT , (31)

con gi peso estad́ıstico de nivel energético i , T temperatura.

▶ Suponiendo el equilibrio entre materia y radiación, se tiene

J̄(ν) = Bν(T ) ⇒ A21/B21

(n1/n2)(B12/B21)− 1
=

2hν2/c3

ehν/kT − 1
.

▶ De donde se obtienen las relaciones entre coeficientes de Einstein,

g1 B12 = g2 B21, A21 =
2hν3

c2
B21. (32)
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3.3. Ĺıneas espectrales - coeficientes de Einstein, balance detallado

▶ Las relaciones entre coeficientes de Einstein son propiedades fundamentales de los
sistemas f́ısicos.

- Se cumplen de forma general, haya o no un estado de equilibrio.

▶ Las relaciones de balance detallado describen los coeficientes de emisión y
absorción en el caso general, incluso fuera de equilibrio termodinámico,

jν =
hν

4π
ϕ(ν) n2A21, αν =

hν

4π
ϕ(ν) (n1B12 − n2B21) , (33)

con la función fuente dada por Sν = jν/αν .

▶ El cálculo de los coeficientes de Einstein, en particular A21, requiere el formalismo
de la mecánica cuántica.
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3.3. Ĺıneas espectrales - ancho de ĺıneas espectrales

▶ La función ϕ(ν) en (29) describe el perfil de la
ĺınea, tanto en emisión como en absorción.

▶ Cada ĺınea tiene un ancho natural, acorde con la
relación de incertidumbre,6

∆E∆t >∼ ℏ,

con ∆t ∼ 1/A. La separación entre niveles, ∆E , no
está plenamente determinada.

▶ Hay dos procesos f́ısicos que provocan un mayor ensanchamiento de ĺıneas
espectrales: el térmico (Doppler) y el colisional (de presión).

▶ En la atmósfera terrestre el ensanchamiento por presión es dominante por debajo
de 20 km; el ensanchamiento térmico es dominante por encima de los 50 km.

6ℏ = h/2π = 1.054 571 817× 10−34 J s
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3.3. Ĺıneas espectrales - ancho natural

▶ Los estados excitados tienen vida finita con probabilidad de decaimiento,

p(t) = 1− e−Γt ,

siendo Γ = A21, el coeficiente de emisión espontánea.

▶ El decaimiento corresponde con una incertidumbre en el nivel de enerǵıa, de
acuerdo a ∆E∆t >∼ ℏ, con ∆t ∼ 1/A.

▶ La respuesta del sistema se describe con una función de Lorentz,

ϕ(ν) =
Γ/π

(ν − ν0)2 + Γ2
. (34)

- Para transiciones vibracionales t́ıpicas en la atmósfera, a λ ∼ 10µm,

Γ = A ∼ 103 s−1 ⇒ ∆E = ℏΓ ∼ 10−31 J ⇒ ∆ν

ν
∼ 10−10.

- También hay desdoblamientos de ĺıneas por estructura fina (∝ α2). . .
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3.4. Ĺıneas espectrales - ensanchamiento Doppler

▶ El movimiento térmico de las moléculas del aire causa un ensanchamiento de las
ĺıneas espectrales. En condiciones t́ıpicas, la velocidad rms es,

vT =
√

kT/µmH ≃ 288ms−1 (T/290K)1/2 .

▶ Las ĺıneas se ensanchan de acuerdo a ∆ν/ν = ∆λ/λ ≃ v/c .

▶ Al integrar la distribución (Gaussiana) de velocidades sobre la componente de
velocidad a lo largo de la ĺınea de visión,

f (vx) ∝ exp

{
−mv2x
2kT

}
⇒ ϕ(ν) =

1√
2πσ

exp

{
−1

2

(
ν − ν0
σ

)2
}
,

con

σ =
ν0vT
c

⇒ ∆ν

ν
≃ vT

c
<∼ 10−6.
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3.3. Ĺıneas espectrales - ensanchamiento por presión

▶ Las colisiones entre moléculas son muy frecuentes,

ℓc = 1/nσc ≃ 10−7m, para n ≃ 2.5× 1025m−3, σc ∼ 10−18m2,

lo que implica un tiempo medio entre colisiones ⇒ tc = ℓc/vT ∼ 3× 10−10 s.

- Las colisiones frecuentes inhiben la emisión espontánea (tc ≪ A−1).
▶ La distancia media entre part́ıculas es n−1/3 ∼ 3.4nm.

- Las interacciones son frecuentes y alteran los niveles de enerǵıa de las moléculas,
en particular para momentos dipolares apreciables.

▶ Como resultado hay un ensanchamiento colisional, por presión, descrito con un
perfil de Lorentz,

ϕ(ν) =
Γc/π

(ν − ν0)2 + Γ2c
, Γc = Γ0

(
p

p0

)(
T

T0

)n

, (35)

con n ∼ 0.5− 1, Γ0 ∼ 0.01− 0.1 cm−1 para muchas moléculas activas en el IR.

- Γ0 ≃ 0.07 cm−1 para CO2 ⇒ ∆ν/ν ∼ 10−4.
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3.3. Ĺıneas espectrales - ensanchamiento por presión

Figura 7: Izquierda: comparación de perfiles de Gauss y Lorentz. Derecha: absorción por
transiciones rotacionales del agua para p = 600mb,T = 260K, con resolución de 0.01 cm−1.
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3.4 Radiación en la atmósfera terrestre

▶ La radiación solar cubre el UV,
visible e infrarrojo cercano:

0.1 a 3µm (100,000 a 3300 cm−1).

- El máximo está en el visible, sobre
0.5µm ⇒ T = 5780K.

▶ El UV es absorbido en la alta
atmósfera (O2, O3).

▶ El IR es parcialmente absorbido en
la tropósfera (H2O, CO2).

▶ La luz solar es dispersada por
moléculas y part́ıculas pequeñas.
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3.4. Radiación solar - luz ultravioleta incidente

Espectro del Sol en el ultra-
violeta fuera de la atmósfera
terrestre. Se muestran cur-
vas de cuerpo negro como
referencia. Radiación solar
con λ <∼ 300nm es absorbi-
da en la atmósfera alta. Se
puede apreciar la ĺınea Lyα
a 1216 Å.
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3.4. Radiación atmosférica - atmósfera plano-paralela

Una atmósfera plano-paralela tiene si-
metŕıa acimutal. Para µ = cos θ,

Iν = Iν(z , θ, ϕ) = Iν(z , µ).

▶ Geometŕıa plano-paralela:

- la profundidad óptica en la dirección
vertical z , está dada por dτν = αν dz .

- la radiación incidente tiene dirección
ds = −dz/µ, con θ ángulo de incidencia,
µ = cos θ.

▶ Para un haz de radiación solar incidente
podemos escribir,

µ
∂Iν
∂τν

= −Iν ⇒ Iν(z , µ) = I⊙ν e−τν(z)/µ ,

con I⊙ν la intensidad de la radiación fuera
de la atmósfera (z =∞, τν = 0).
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3.4. Radiación atmosférica - atmósfera plano-paralela
▶ La profundidad óptica está dada por

τν(z) =

∫ ∞

z
αν dz

′ , αν = ρ(z)κν ,

con opacidad función de abundancias, r , y
opacidades de los constituyentes,

κν =
∑
ı

rıκ
(ı)
ν .

▶ En una atmósfera isotérmica con
abundancias fijas,

τν(z) =

∫ ∞

z
rκν ρ(z

′) dz ′ ≃ τν(0) e−z/H .
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3.4. Radiación solar - absorción en la atmósfera, ley de Beer

Fig. 4.23 W&H.

▶ La radiación incidente en la atmósfera se
atenua de manera exponencial, con
dependencia en el ángulo de incidencia,

Iλ ∝ exp(−τλ/µ).

▶ El máximo depósito de enerǵıa se da
cuando ∂Iλ/∂z es máximo, es decir

⇒ τλ/µ = 1.

- Esta relación define la capa de Chapman
(Chapman layer).
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3.5. Radiación solar - absorción UV

Depósito de enerǵıa es función
de la altura de penetración y el
ángulo de incidencia, θ (Fig. 3.6
Liou).
La variable del eje vertical es,

z1 = (z − z0)/H,

con H espesor de la atmósfera,
y,

r(z1) = exp

(
1− z1 −

e−z1

µ

)
,

en el eje horizontal.
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3.4. Radiación solar - ox́ıgeno, ozono, ciclo de Chapman

Figura 8: Altura de penetración de radiación UV solar,
τ = 1, µ = 1, con niveles promedio de O3 (Liou).
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3.5. Radiación solar - absorción UV

Figura 9: Regiones espectrales y procesos de absorción de radiación solar por ox́ıgeno y ozono
en la alta atmósfera (Fig 3.5 y Tabla 3.2 Liou).
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3.5. Radiación solar - absorción de luz solar: visible, IR cercano

▶ Existen varias bandas de absorción de luz solar visible e infrarroja (λ <∼ 3µm).

- O2: bandas de absorción en λ 0.628, 0.688, 0.762µm.

- O3: bandas de absorción débiles entre 0.44 y 1.18µm - Chappuis bands.

- H2O: absorción débil en 0.72, 0.82µm, donde el flujo solar es importante.

- H2O: bandas vibracionales, con combinaciones de modos de vibración, en 0.94,
1.1, 1.38, 1.87, 2.66+2.74, 3.2µm.

- CO2: bandas combinadas débiles en 1.4, 1.6, 2.0, 2.7µm. La banda fundamental
a 4.3µm no contribuye significativamente.

- Otras moléculas traza (N2O, CO, CH4) contribuyen en menor grado a la absorción
de luz solar visible e infrarroja.

▶ Las más importantes para el calentamiento atmosférico son las cercanas al
máximo flujo solar, sobre 0.5µm.
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3.5. Radiación solar - absorción y dispersión de luz solar

▶ Radiación ultravioleta (0.1-0.3µm) es
mayormente absorbida en la atmósfera
alta por O2, O3.

▶ Radiación visible (0.3-0.9µm) es
parcialmente absorbida en bandas de O2.

▶ Radiación infrarroja (0.9-3µm) es
parcialmente absorbida por H2O y CO2.

▶ La dispersión de luz visible es un proceso
importante en la atmósfera terrestre:

- los procesos de dispersión de Rayleigh y
de Mie se diferencian con el parámetro
x = 2πr/λ, con r radio de la part́ıcula
dispersora.
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3.5. Radiación atmosférica - dispersión Rayleigh & Mie

Figura 10: Izquierda: reǵımenes de dispersión de Rayleigh y Mie, dependientes de x = 2πr/λ.
Derecha: distribución angular de dispersión de un haz de luz con λ = 0.5µm por part́ıculas
esféricas con radios (a) 10−4 µm, (b) 0.1µm; (c) 1µm. La dispersión en (c) es más marcada
de lo que se muestra. Figuras 4.11, 4.12 W&H.
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3.5. Radiación solar - dispersión de Rayleigh
▶ Una onda electromagnética descrita con los campos,

E⃗ (r⃗ , t) = Eê exp
{
i(k⃗ · r⃗ − ωt)

}
, B⃗(r⃗ , t) = Bb̂ exp

{
i(k⃗ · r⃗ − ωt)

}
, (37)

con ê, b̂ vectores de polarización, ortogonales a la propagación, k⃗ .

- El flujo de enerǵıa del campo es

S⃗ = (ε/µ)1/2|E |2k̂ . (38)

▶ El campo eléctrico induce un momento dipolar eléctrico sobre una molécula de
polarizabilidad γmol ,

d⃗ = γmol ε0E⃗ ,

con ε0 permeatividad del vaćıo.

▶ La molécula rad́ıa como un dipolo eléctrico, a la misma frecuencia que la onda
incidente. . .
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3.5. Radiación solar - dispersión de Rayleigh
▶ La molécula rad́ıa como un dipolo eléctrico, con la frecuencia de la onda incidente,

dP

dΩ
=

1

32π2

(
µ0
ε0

)1/2 ω4

c2
|d⃗ |2 sin2 θ, (39)

con θ ángulo entre d⃗ (paralelo a ê) y el observador.

▶ La relación entre potencia radiada y flujo incidente (S⃗) está dada por la sección
eficaz diferencial,

dP

dΩ
=

〈
S⃗
〉 dσ

dΩ
,

de donde

dσ

dΩ
=

ω4

16π2c2
|γmol |2

(
1− |ê · k̂ |2

)
⇒ σω =

ω4

12πc2
|γmol |2 . (40)

▶ Para un conjunto de dispersores se hace la suma incoherente de sus campos7.

7Como se describe en Jackson §10.
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3.5. Radiación solar - dispersión de Rayleigh

▶ La constante dieléctrica para un gas con N moléculas de polarizabilidad γmol por
unidad de volumen,

ϵr (ω) ≃ 1 + Nγmol .

▶ Se obtiene la expresión de Rayleigh (1871),

αλ = Nσλ ≃
64π3

3N

|n − 1|2

λ4
,

con el ı́ndice de refracción del aire, n = (ε/ε0)
1/2 ≃ 1 + 2.78× 10−4.

Color λ ℓλ = 1/αλ e−smin/ℓλ e−smax/ℓλ

Rojo 650 nm 188 km 0.96 0.21
Verde 520 nm 77 km 0.90 0.024
Azul 410 nm 30 km 0.76 6.5× 10−5

Tabla 3: Dispersión de luz solar en tres longitudes de onda. La atenuación ḿınima corresponde
al cenit; la máxima al amanecer y anochecer. De “Classical electrodynamics”, Jackson.
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3.5. Radiación solar - dispersión Rayleigh

Figura 11: Radiación solar
fuera de la atmósfera (A), y al
nivel del mar (B). Las ĺıneas
discontinuas representan el
espectro estimado al cenit
(superior) y en la puesta o
salida de Sol (inferior)
considerando únicamente
dispersión de Rayleigh (sin
absorción). Fig. 10.4 Jackson.
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3.6. Radiación térmica en la atmósfera

▶ La radiación solar 0.3 <∼ λ <∼ 3µm absorbida, es procesada y re-emitida en el
infrarrojo por moléculas como H2O, CO2 y CH4.

▶ La emisión térmica atmosférica ocurre en el infrarrojo medio, 5 <∼ λ <∼ 70µm
(140 <∼ ν̄ <∼ 2000 cm−1).
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Radiación térmica atmosférica

Figura 12: Intensidad de radiación monocromática terrestre, medida desde el espacio y
comparada con espectros de cuerpo negro de referencia. Temperatura de brillo de la radiación
monocromática terrestre, ubicando regiones de emisión.
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3.6. Radiación térmica en la atmósfera - transferencia
▶ La ecuación de transferencia (plano-paralela, emisión térmica, sin dispersión),

µ
∂Iν
∂τν

= −Iν + Bν [T (τν)], (41)

tiene solución formal,

Iν(τν , µ) = Iν(0, µ)e
−τν/µ +

1

µ

∫ τν

0
Bν [T (τν)] e

−(τν−τ ′ν)/µ dτ ′ν . (42)

▶ El término de la izquierda representa la absorción de radiación solar; el término de
la derecha es la emisión térmica de las distintas capas de la atmósfera.

▶ La absorción de radiación solar se traduce en calentamiento atmosférico y en la
superficie (tierra, mar; capa ĺımite).

▶ La emisión térmica da lugar a enfriamiento, tendiendo al balance global con el
calentamiento solar. Es importante a partir de τν >∼ 1.
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Un problema: la atmósfera gris

En una atmósfera gris la profundidad óptica τ es independiente de la frecuencia,
τν = τ . Para una atmósfera gris, plano paralela e infinita, podemos suponer que la
intensidad de la radiación, integrada sobre frecuencias, puede escribirse de la forma

I (τ, µ) = a0(τ) + a1(τ)µ .

Adicionalmente suponemos que la función fuente tiene componentes de absorción y
emisión, con la función fuente dada por la función de Planck, S = B(T (τ)) = σT 4/π.

1. Mostrar que la ecuación de transporte,

µ
∂I

∂τ
= I − S ,

implica a1 constante, a0(τ) = a1τ + a0(0) = B; donde a0(0) = a0(τ = 0).
2. Mostrar que la expresión anterior, junto con la condición de que el flujo en τ = 0

sólo tiene componente emergente (flujo “incidente” es cero), implica

T 4 =
3

4
T 4
e

(
τ +

2

3

)
, F+(τ = 0) = σT 4

e , F
−(τ = 0) = 0.
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3.6. Radiación térmica atmosférica - calentamiento
▶ La ecuación de transferencia (42) se resuelve para distintas condiciones

atmosféricas de forma numérica (ĺınea por ĺınea) o con métodos aproximados,
considerando el perfil atmosférico.

▶ Se puede estudiar el calentamiento atmosférico a través del flujo radiativo,

dh

dt
= ρcp

dT

dt
= −dF

dz
⇒ dT

dt
= − 1

ρCp

dF

dz
, (43)

con F = F+ − F− el flujo radiativo neto.
▶ La contribución de cada molécula se estima en el intervalo de frecuencia relevante,

dT

dt
=

∑
ν

(
dT

dt

)
ν

,

(
dT

dt

)
ν

= − 1

ρcp

dFν
dz

=
2π

cp

∫ +1

−1
rκν(Iν − Bν)dµ ,

▶ Que puede aproximarse para un ángulo medio, µ̄ = 0.66,(
dT

dt

)
ν

= −2π

cp

∫ 1

0
κνr Bν(z)e

τν/µdµ = − π
cp
κνr Bν(z)

eτν/µ̄

µ̄
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3.6. Radiación térmica atmosférica - enfriamiento radiativo

Tasas de enfriamiento por O3. CO2 y H2O. Liou fig. 4.14.
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3.6. Radiación térmica atmosférica - enfriamiento, calentamiento

Perfiles de cambio de temperatu-
ra por absorción de radiación solar
(ĺınea sólida) y emisión térmica (ĺınea
cortada) por vapor de agua, dióxido
de carbono y ozono. La ĺınea negra
sólida representa el efecto combinado
de los tres gases. Figura 4.29 W&H.
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3.6. Radiación térmica atmosférica - espectro

Radiación monocromática terrestre, medida desde el espacio en flujo y en términos de
temperaturas de brillo (cuerpo negro de referencia). Figs 3.18, 3.19 Liou.
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3.4. Sistemas cuánticos

3.4.2. Fundamentos cuánticos
Estados f́ısicos y función de onda; variables f́ısicas.

3.4.3. Ecuación de Schrödinger: sistemas básicos.

3.4.4. Átomos: hidrógeno y otros átomos.

3.4.5. Moléculas
Moléculas de la atmósfera; estructura de moléculas diatómicas; moléculas
triatómicas, CO2; moléculas complejas.
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3.4. Sistemas cuánticos - coordenadas y momentos

▶ La mecánica cuántica sigue el formalismo Hamiltoniano de coordenadas
generalizadas, qk , y momentos generalizados correspondientes, pk , dados por

pk =
∂Ecin

∂q̇k
,

siendo Ecin la enerǵıa cinética y q̇k = dqk/dt.
▶ El sistema se describe con el Hamiltoniano, asociado a la enerǵıa total del sistema.

- Para una part́ıcula de masa m en una dimensión,

H =
p2

2m
+ U(q),

con U(q) el potencial que describe la interacción del sistema.
▶ Las variables observables, como {qk , pk}, se describen con operadores.
▶ Estos operadores no siempren conmutan entre śı. En particular

[qj , pk ] = qjpk − pkqj = iℏ δjk . (44)
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3.4. Sistemas cuánticos - funciones de onda

▶ Los sistemas f́ısicos son descritos mediante una función de onda, la cual contiene
toda la información f́ısica del sistema.

▶ La función de onda es una función compleja que puede representarse en términos
de las coordenadas, ψ(qk , t), k = 1, . . .N, para N grados de libertad.

- La función de onda también puede representarse en términos de momentos.

▶ La norma de la función de onda representa la densidad de probabilidad. Aśı, la
probabilidad de observar qk = x en el intervalo [x0, x1], es,

p(x0 ≤ x ≤ x1) =

∫ x1

x0

|ψ(x , t)|2 dx ,

para una función normalizada, p(−∞ < x <∞) = 1.

▶ Las variables observables (A) modifican el estado del sistema, y por tanto la
función de onda,

Aψ(r⃗ , t) = φ(r⃗ , t).
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3.4. Sistemas cuánticos - variables f́ısicas
▶ El valor esperado de una observable se calcula con la función de onda,

⟨A⟩ = ⟨ψ|A|ψ⟩ =
∫
ψ∗(r⃗ , t)Aψ(r⃗ , t) d3r . (45)

- Toda medición tiene asociada una incertidumbre, ∆A =
√
⟨A2⟩ − ⟨A⟩2.

▶ Conforme con (44), los operadores de coordenadas (x̃) y momentos (p̃x) cumplen,

x̃ ψ = x ψ; p̃x ψ = −iℏ∂ψ
∂x

. (46)

- Las relaciones (44,46) son consistentes con el principio de incertidumbre,

∆x ∆px ≥ ℏ/2 . (47)
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3.4. Sistemas cuánticos - ecuación de Schrödinger

▶ La función de onda se determina, junto con la enerǵıa del sistema, resolviendo la
ecuación de Schrödinger,

Hψ = iℏ
∂ψ

∂t
. (48)

▶ Planteando ψ(r⃗ , t) = φ(r⃗)e iEt/ℏ, y empleando p⃗ = −iℏ∇, se obtiene la ecuación
de Schrödinger para estados estacionarios,

Hφ = Eφ ⇒
(

p2

2m
+ U

)
φ = Eφ ⇒ − ℏ2

2m
∇2φ+ U(r⃗)φ = E φ. (49)

Esta es una ecuación de valores propios.

▶ La ec. de Schrödinger permite el estudio de sistemas como átomos y moléculas.

▶ Algunos casos de interés son la part́ıcula libre, rotor ŕıgido, el pozo de potencial, el
oscilador armónico, átomo de hidrógeno, átomos, moléculas. . .
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3.4. Sistemas cuánticos - sistema de dos part́ıculas y rotor ŕıgido

▶ Un sistema compuesto por dos part́ıculas se puede describir en términos de las
coordenadas de cada una {r⃗1, r⃗2}, o en términos del centro de masa y la
coordenada relativa,

r⃗cm =
m1r⃗1 +m2r⃗2
m1 +m2

, r⃗ = r⃗1 − r⃗2,

de forma que la enerǵıa cinética cumple,

Ecin =
|p⃗1|2

2m1
+
|p⃗2|2

2m2
=
|p⃗cm|2

2M
+
|p⃗|2

2m
,

con M = m1 +m2 y la masa reducida m = m1m2/M.

▶ Si el potencial es nulo, el centro de masa se mueve como part́ıcula libre.

▶ Si la interacción fija r = |r⃗1 − r⃗2|, tenemos el caso del rotor ŕıgido.



Radiación EM Transf. radiativa Emisión térmica, ĺıneas Radiación atmosférica Sistemas cuánticos

3.4. Sistemas cuánticos - rotor ŕıgido
▶ Dejando de lado el centro de masa, el Hamiltoniano de dos

part́ıculas sin interacción se puede escribir en coordenadas
esféricas {r , θ, ϕ} como,

H =
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2ϕ

2mr2 sin2 θ
=

p2r
2m

+
L2

2I
,

con momento de inercia I = mr2 y momento angular

L⃗ = r⃗ × p⃗ = −ϕ̂ pθ + θ̂ pϕ/ sin
2 θ.

- En el rotor ŕıgido, r fija ⇒ pr = mṙ = 0.

▶ La ecuación de Schrödinger es

Hφ = Eφ, con H =
L2

2I
.
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3.4. Sistemas cuánticos - rotor ŕıgido

▶ Al identificar los operadores diferenciales en coordenadas esféricas (p⃗ = −iℏ∇), la
ecuación de Schrödinger queda como,

Hφ(θ, ϕ) = −ℏ2

2I

[
1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

1

sin2 θ

∂2φ

∂ϕ2

]
= E φ(θ, ϕ). (51)

▶ Las soluciones son los armónicos esféricos, φ(θ, ϕ) = Ym
ℓ (θ, ϕ), dados por,

Ym
ℓ (θ, ϕ) = Cℓm P

|m|
ℓ (cos θ) e imϕ,

con Pm
ℓ polinomios asociados de Legendre, y Cℓm coeficientes tales que la integral

de |Ym
ℓ (θ, ϕ)|2 sobre ángulo sólido es igual uno.

▶ Los armónicos esféricos satisfacen las ecuaciones de valores propios,

L2Ym
ℓ = ℓ(ℓ+ 1)ℏ2 Ym

ℓ , LzY
m
ℓ = mℏYm

ℓ , (52)

con Lz = −iℏ∂/∂ϕ, y los dos números {ℓ,m} tales que:
- ℓ es un entero positivo (ℓ = 0, 1, 2, . . . ); m es un entero positivo o negativo,
|m| ≤ ℓ.
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3.4. Sistemas cuánticos - armónicos esféricos

Ym
ℓ (θ, ϕ) ℓ = 0 ℓ = 1 ℓ = 2 ℓ = 3

m = 0 1√
4π

√
3
4π cos θ

√
5

16π

(
3 cos2 θ − 1

) √
7

16π

(
5 cos3−3 cos θ

)

m = ±1 ∓
√

3
8π sin θ e±iϕ ∓

√
15
8π sin θ cos θ e±iϕ ∓

√
21
32π (5 cos

2 θ − 1) sin θ e±iϕ

m = ±2
√

15
32π sin2 θ e±2iϕ

√
105
32π cos θ sin2 θ e±2iϕ

m = ±3 ∓
√

105
192π sin3 θ e±3iϕ

Tabla 4: Armónicos esféricos para ℓ = 0, 1, 2, 3 (monopolo a octupolo).
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3.4. Sistemas cuánticos - rotor ŕıgido
▶ La enerǵıa del rotor ŕıgido está dada por

valores discretos,

Eℓ =

〈
L2

2I

〉
= ℓ(ℓ+ 1)

ℏ2

2I
, (53)

con ℓ = 0, 1, 2, . . . .

▶ Hay gℓ = 2ℓ+ 1 estados con enerǵıa Eℓ

- gℓ es el peso estad́ıstico del nivel de
enerǵıa → la degeneración .

▶ Niveles consecutivos, ∆E (ℓ→ ℓ− 1) = ℓ ℏ2/I .
▶ Las moléculas en la atmósfera tienen tipicamente ℏ2/I ∼ 0.001 eV ∼ kT/20.
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3.4. Sistemas cuánticos - oscilador armónico

El oscilador armónico permite describir vibraciones moleculares.

▶ El desarrollo de un potencial alrededor de un ḿınimo,

U(x) = U(x0) +

(
dU

dx

)
0

(x − x0) +
1

2

(
d2U

dx2

)
0

(x − x0)
2 + . . . , (54)

para x − x0 → x , mω2 = d2U/dx2, resulta en la ecuación del oscilador 1D,

− ℏ2

2m

d2φ

dx2
+

1

2
mω2x2 φ = E φ. (55)

▶ La solución para la función de onda es de la forma,

φn(x) = Cn Hn(x/a)e
−x2/2a2 ,

con a =
√
ℏ/mω, Cn normalización, Hn polinomio de Hermite de grado n,

H0(z) = 1, H1(z) = 2z , H2(z) = 4z2 − 2, H3(z) = 8z3 − 12z , . . .
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3.4. Sistemas cuánticos - oscilador armónico
▶ La solución H φn = En φn indica

estados de enerǵıa equi-espaciados,

En =

(
n +

1

2

)
ℏω, (56)

con n = 0, 1, . . .

▶ El estado base tiene enerǵıa no nula,

E0 = ℏω/2.

▶ La solución es consistente con la
hipótesis de Planck de intercambios
de enerǵıa en múltiplos de ℏω = hν.
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3.4. Sistemas cuánticos - átomo de hidrógeno - ecuación de Schrödinger

▶ La ecuación de Schrödinger para un núcleo hidrogenoide (qN = +Ze, con Z = 1
para hidrógeno) atrayendo a un electrón (q = −e) es,

− ℏ2

2m
∇2φ− Ze2

r
φ = E φ. (57)

▶ En coordenadas esféricas y Z = 1,

− ℏ2

2m

1

r

∂2

∂r2
(rφ) +

(
L2

2mr2
− e2

r

)
φ = E φ ,

con L⃗ = r⃗ × p⃗ momento angular (ec. 51).

▶ Al plantear una solución con armónicos esféricos se obtiene,

φ(r⃗) =
1

r
R(r)Ym

ℓ (θ, ϕ) ⇒ − ℏ2

2m

d2R

dr2
+

[
ℓ(ℓ+ 1)ℏ2

2mr2
− e2

r

]
R = E R . (58)
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3.4. Sistemas cuánticos - átomo de hidrógeno - función de onda

▶ La solución de (58) está dada por polinomios de Laguerre, Rnℓ(r), y sus valores
propios,

H Rnℓ = EnℓRnℓ .

▶ La función de onda φ es, finalmente, producto de:

- polinomios de Laguerre, Rnℓ(r), describiendo la parte radial;

- armónicos esféricos, Ym
ℓ (θ, ϕ), describiendo la parte angular;

- una componente de esṕın electrónico, ms , que se añade a la solución.

▶ Cada estado estacionario del átomo de hidrógeno se describe con una función de
onda definida uńıvocamente con cuatro números cuánticos {n, ℓ,m,ms},

Hφnℓmms (r⃗) = Enℓ φnℓmms (r⃗) . (59)
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3.4. Sistemas cuánticos - átomo de hidrógeno, números cuánticos

▶ Un estado estacionario del átomo de hidrógeno se describe con los cuatro números
cuánticos {n, ℓ,m,ms}, donde:

- El número cuántico principal, n(= 1, 2, . . . ), indica el nivel de enerǵıa,

En = −1

2

(
e2

a0

)
Z 2

n2
= −13.6 eV

(
Z 2

n2

)
, (60)

con a0 = ℏ2/me2 el radio de Bohr. Para el hidrógeno, E no depende de ℓ.

- El número cuántico de momento angular, ℓ = 0, . . . , n − 1:
〈
L2
〉
= ℓ(ℓ+ 1)ℏ2.

- El número cuántico magnético, m = −ℓ, . . . ,+ℓ, asociado a un eje de
referencia, ⟨Lz⟩ = mℏ.

- El número cuántico de esṕın, ms = ±1/2.
▶ Hay gn = 2n2 estados f́ısicamente distintos en el nivel de enerǵıa dado por n.

▶ Al considerar la estructura fina, los niveles de enerǵıa se desdoblan En → En,ȷ,
donde ȷ = ℓ+ms , con separaciones ∝ E (Zα/n)2, con α = e2/ℏc ≃ 1/137.
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3.4. Sistemas cuánticos - sistemas hidrogenoides

Figura 13: Niveles de enerǵıa y
estados de un sistema
hidrogenoide.
- La enerǵıa depende del número
cuántico principal, En = E1/n

2.
- existe una dependencia pequeña
con los números {ℓ,m,ms} en la
estructura fina del átomo.
- Estados con distinto momento
angular se distinguen con la
secuencia: s (ℓ = 0), p (ℓ = 1),
d (ℓ = 2), f (ℓ = 3).
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3.4. Sistemas cuánticos - espectroscoṕıa del hidrógeno

Las series de ĺıneas espectroscópicas del hidrógeno están dadas por transiciones a
niveles determinados:

▶ Serie de Lyman: n→ 1. Lyα (2→ 1) λ = 1215.7Å; Lyβ (3→ 1), Lyγ (4→ 1),
etc. . . Estas transiciones caen en el ultravioleta y se observan desde el espacio.

▶ Serie de Balmer: n1 → 2. Hα (3→2) λ = 6564Å; Hβ (4→2) λ = 4863Å; Hγ
(5→2). Ĺıneas en el visible y ultravioleta cercano, observables desde la Tierra.

▶ Series de Paschen (n1 → 3), Brackett (n1 → 4), Pfund (n1 → 5): IR cercano.

▶ Ĺıneas de recombinación: incluidas transiciones entre niveles altos (n1 ≫ 1) en
radio. Por ejemplo, 110→ 109⇒ la ĺınea 109α a 5.009 GHz.
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3.4. Sistemas cuánticos - átomos con muchos electrones
▶ No hay solución anaĺıtica a la ecuación de Schrödinger para átomos más

complejos que el hidrógeno. Se usan métodos aproximados para su descripción.

▶ El potencial efectivo que percibe cada electrón tiene simetŕıa aproximadamente
esférica, lo que permite la descripción cualitativa con armónicos esféricos.

- Se describe el estado de un átomo con Z electrones con 4Z números cuánticos,

{nk , ℓk ,mk ,ms.k} , k = 1, . . . ,Z ,

con nk = 1, 2, . . . ; ℓk = 0, . . . , nk − 1; mk = −ℓk , . . . ,+ℓk ; ms.k = ±1/2.
- Todos los electrones deben tener números cuánticos distintos (principio de Pauli).

▶ Los niveles de enerǵıa dependen de {n, ℓ}, cumpliendo

Enℓ > En′ℓ para n > n′; Enℓ > Enℓ′ para ℓ > ℓ′.

▶ Secuencia de estados base, ordenados por enerǵıa:
1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d, 5p, 6s, 4f, 5d, 6p, 7s, 5f, 6d.
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3.4. Sistemas cuánticos - átomos con muchos electrones

Figura 14: Secuencia de niveles de enerǵıa
de los estados base de los elementos
qúımicos.

Secuencia de estados, por enerǵıa:
1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d,
5p, 6s, 4f, 5d, 6p, 7s, 5f, 6d.

El llenado de capas electrónicas se
refleja en la tabla periódica.

El comportamiento qúımico está
dictado por la posición de cada elemen-
to en la tabla periódica.
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas en la atmósfera terrestre

▶ La atmósfera terrestre tiene condiciones propicias para congregar atomos en
moléculas, buscando completar sus capas externas.

▶ Las moléculas más abundantes en la atmósfera están formadas por los elementos
más abundantes, principalmente H, C, N, O.

▶ Moléculas relevantes en la atmósfera: N2, O2, O3, H2O, CO2, CH4, N2O, OH. . .

- Las moléculas diatómicas tienen descripción más directa: H2, O2, N2, CO, OH. . .

- Un poco más complejas son las moléculas triatómicas lineales: CO2, N2O, . . .

- Un poco más complejas son las moléculas triatómicas no-lineales: H2O, O3, . . .

- Un poco más complejas las moléculas multi-atómicas (3D): CH4, NH3, . . .
▶ La interacción de una molécula depende del momento dipolar, evaluado entre

estados inicial y final, i → f , principal contribución al coeficiente de emisión
espontánea,

Aif =
4ω3

if

3ℏc3
∣∣∣〈f ∣∣∣d⃗∣∣∣ i〉∣∣∣2 , (61)

- Moléculas sin momento dipolar son inactivas o poco activas (→ cuadrupolo. . . ).
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas diatómicas

▶ Las moléculas diatómicas ilustran las caracteŕısticas fundamentales de la
estructura molecular, que distingue tres componentes jerarquicas:

(i) Estructura electrónica: los electrones dan cohesión a la molécula. La escala
electrónica está dictada por el radio de Bohr, a = ℏ2/me2,

Eel ∼ e2/a ∼ 10 eV .

(ii) Estructura vibracional: la distancia de equilibrio entre los núcleos determina el
estado vibracional de la molécula,

Iω2 ∼ Ma2ω2 ∼ e2/a ⇒ ω ∼
(
e2/Ma3

)1/2 ⇒ Evib = ℏω ∼
(m

M

)1/2
Eel ∼ 0.1 eV .

(iii) Estructura rotacional: la rotación de la molécula da lugar a sub-niveles
energéticos dentro de la estructura vibracional,

Erot ∼ ℏ2/I ∼ ℏ2/Ma2 ∼
(m

M

)
Eel ∼ 0.001 eV .
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3.4. Moléculas diatómicas

▶ La molécula de H2 está formada por dos núcleos A y B, separados por una
distancia R = |x⃗A − x⃗B |, y dos electrones, 1 y 2.

▶ Otras moléculas diatómicas de interés (CO, OH, . . . ) tienen estructura similar.

Figura 15: Versiones esquemáticas de moléculas de H2 y CO.
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3.4. Moléculas diatómicas - hidrógeno molecular H2

▶ El Hamiltoniano del H2 puede separarse en dos partes, H = HAB +Hel .

- Una componente que describe al núcleo de la molécula,

HAB =
p2A
2MA

+
p2B
2MB

, (62)

considerando movimiento de centro de masa, rotación y vibraciones moleculares.

- Una componente que representa la configuración electrónica de la molécula,
descrita por la enerǵıa cinética de los electrones y los términos electrostáticos,

Hel =
p21
2me

+
p22
2me

− ZAe
2

r1A
− ZBe

2

r1B
− ZAe

2

r2A
− ZBe

2

r2B
+

ZAZBe
2

R
+

e2

r12
, (63)

siendo riA = |x⃗i − x⃗A| la separación entre electrones y núcleos, r12 = |x⃗1 − x⃗2| la
distancia entre electrones, R = |x⃗A − x⃗B la separación de los núcleos.
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3.4. Moléculas diatómicas - aproximación de Born-Oppenheimer

▶ La aproximación de Born-Oppenheimer consiste en separar la función de onda en
configuraciones nuclear y electrónica,

φ ≈ φel(x⃗1, x⃗2,R)φAB(x⃗A, x⃗B) . (64)

▶ La función (64) permite separar el problema en dos partes: la configuración del
núcleo y la configuración electrónica,

Hφ = Eφ ⇒


HAB φAB + Eel(R)φAB = Enuc φAB ,

Hel φel = Eel(R)φel .
(65)

▶ Ambas configuraciones se relacionan entre ellas y dependen de la distancia
internuclear, R, que vaŕıa en escalas de tiempo largas comparadas con el
movimiento de los electrones.
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3.4. Moléculas diatómicas - configuración nuclear

▶ La configuración nuclear se separa en centro de masa y parte interna,

φAB = φcm(X⃗cm)φint(R⃗) → Enuc = Ecm + Eint .

- El centro de masa se comporta como part́ıcula libre.
▶ La estructura interna es análoga a un potencial central, con una parte rotacional y

otra vibracional,[
p2A
2MA

+
p2B
2MB

+ Eel(R)

]
φint = Eint φint ⇒ φint(R⃗) =

1

R
Zint(R)Y

m
ȷ (θ, ϕ) ,

(66)
con Eint = Erot + Evib.

▶ La parte rotacional se describe como un rotor ŕıgido, con armónicos esféricos, y
niveles de enerǵıa correspondientes,

Erot(ȷ) = ȷ(ȷ+ 1)
ℏ2

2MR2
. (67)

▶ La parte vibracional proveniente del desarrollo de Eel(R) alrededor de un equilibrio.
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3.4. Moléculas diatómicas - estados vibracionales

▶ La ecuación de Schrödinger para la función radial interna,

− ℏ2

2M

d2Z

dR2
++Eel(R)Z (R) = EvibZ (R) , (68)

con M masa reducida de {A,B}. El potencial se desarrolla alrededor de un ḿınimo,

Eel(R) = Eel(R0) +
1

2
Mω2

0(R − R0)
2 + . . . (69)

para obtener una ecuación de oscilador armónico,

− ℏ2

2M

d2Z (ρ)

dρ2
+

1

2
Mω2

0ρ
2 Z (ρ) = EvibZ (ρ) . (70)

donde ρ = R − R0, Mω2
0 = (d2Eel/dR

2)0.
▶ La configuración de enerǵıa del núcleo queda como,

Eint = Erot(ȷ) + Evib(v) + Eel(R0) con Evib(v) =

(
v +

1

2

)
ℏω0, v = 0, 1, 2, . . .

(71)
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5.3.5. Moléculas diatómicas - estructura nuclear: recapitulación

▶ La estructura de la molécula se separa en una parte electrónica y una parte
nuclear gracias a la aproximación de Born - Oppenheimer.

▶ La parte nuclear se separa en traslacional, correspondiente al centro de masa
como part́ıcula libre, e interna, Enuc = Ecm + Eint .

▶ La parte nuclear interna es vibracional y rotacional, Eint = Evib + Erot .

- La estructura rotacional está dada por los armónicos esféricos con niveles de
enerǵıa de la forma Erot(ȷ) = ȷ(ȷ+ 1)(ℏ2/2MR0).

- La estructura vibracional surge al considerar oscilaciones armónicas alrededor de
un estado de equilibrio de la estructura electrónica, con Evib(v) = (v + 1/2)ℏω0.

▶ Las estructuras vibracional y rotacional de la molécula dependen finalmente de los
parámetros R0 y d2Eel/dR

2
0 , determinados por la estructura electrónica, Eel(R).
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3.4. Moléculas diatómicas - estructura electrónica (H2)
▶ Incluso bajo la aproximación de Born-Oppenheimer, la estructura electrónica de

una molécula diatómica no tiene solución anaĺıtica.
▶ Un caso tratable es el hidrógeno molecular, con φel = φel(x⃗1, x⃗2,R) en (62,65).
▶ Se normaliza la ecuación al radio de Bohr y se propone,

φel = c1 u(r1A)u(r2B) + c2 u(r1B)u(r2A) , (72)

con u(r) = π−1/2e−r estado base del H (1s) y coeficientes {c1, c2} a determinar.
▶ Dos soluciones: c1 = 1/

√
2, c2 = ±1/

√
2 ⇒ simétrica o antisimétrica, que

representan en dos átomos H (−e2/a0), más una enerǵıa de enlace, E±
mol (fig. 16),

E±
el (R) = −

(
e2

a0

)
+ E±

mol =

(
e2

a0

){
−1 + 2

(
α± β
1±∆

)
− 1

R

}
, (73)

con α, β y ∆ funciones de R:

α = e−2R

(
1 +

1

R

)
, β =

∆

R
− e−R (1 + R) , ∆ = e−R

(
1 + R +

R2

3

)
.
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3.4. Moléculas diatómicas

Figura 16: Enerǵıa de enlace en
el modelo de la molécula H2.
Las dos curvas corresponden a
E±
mol , una de ellas

representando un sistema no
ligado, el otro un enlace
molecular con equilibrio en
R ≃ . . . a0. (Gráfica pendiente
de revisión...)
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas diatómicas

▶ Los niveles de enerǵıa quedan estructurados en bandas de niveles rotacionales
alrededor de niveles vibracionales; y grupos de bandas vibra-rotacionales alrededor
de niveles electrónicos.

▶ En la atmósfera las bandas se entremezclan mas por el efecto de ensanchamiento
por presión.

Nivel / banda enerǵıa λ ν̄

Electrónico Eel ∼ e2/a 10 eV 100 nm 105 cm−1

Vibracional (m/M)1/2Eel 0.1 eV 10µm 103 cm−1

Rotacional (m/M)Eel 0.001 eV 1mm 10 cm−1

Tabla 6: Estructura energética de una molécula diatómica. A temperatura ambiente
(kT ≃ 0.025 eV), las estructuras electrónicas están mayormente en el nivel base, mientras que
las rotacionales ocupan varios niveles y las vibracionales son activas. Los niveles vibracional
ensanchados por los rotacionales pueden dar lugar a bandas roto-vibracionales.
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3.4. Sistemas cuánticos - niveles energéticos en moléculas

Figura 17: La estructura
eléctronica de la molécula
define un equilibrio,
alrededor del cual se
presentan vibraciones.
Los niveles vibracionales
se subdividen en niveles
rotacionales, formando
una estructura
roto-vibracional (fig. 3.4
de Liou).
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas diatómicas

▶ Moléculas diatómicas homonucleares: N2 (N≡N), O2 (O=O); trazas de H2. . .

- tienen un sólo modo vibracional, por estado electrónico:
2330 cm−1 para N2, 1556 cm

−1 para O2 - estados base.8.

- Carecen de momento dipolar → no son interactivas en la banda térmica.

- Absorben radiación UV y visible en la alta atmósfera.

- Su foto-ionización y disociación UV promueve la actividad qúımica @ estratósfera.

▶ Moléculas diatómicas heteronucleares: CO, OH.

- un modo vibracional por estado electrónico (2143 cm−1 CO; 3570 cm−1 OH; en el
estado base).

- ambas tienen momento dipolar importante9: 0.112 Debye CO; 1.668 Debye OH.

- son poco abundantes pero qúımicamente activos.

8cccbdb.nist.gov
91Debye = 10−18 statC cm ≃ 3.336× 10−30 Cm ≃ 0.393 430 e a0.
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas triatómicas lineales: el CO2

▶ Moléculas triatómicas lineales: como CO2 (O=C=O, 1.16Å), tienen seis modos
normales de oscilación, tres de ellos vibracionales: (c), (e) y (f) en la figura.

- modo simétrico (e; 1388 cm−1) inactivo. Los modos antisimétrico (c) y de
flexión10 (f) inducen momento dipolar y son activos; bandas en 2349 cm−1,
667 cm−1.

- contribuyen también isótopos (13C, 17O, 18O) en bandas cercanas.

10bending.
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas triatómicas lineales: el CO2

Niveles de enerǵıa relacionados
con las bandas vibracionales del
CO2, en 2350 y 667 cm−1 (4.3,
15µm). Nótese la participación
del modo inactivo a 1388 cm−1.
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas triatómicas no lineales

▶ Moléculas triatómicas no lineales: H2O, O3.

- con momento dipolar intŕınseco (1.85D, 0.53D).

- modos vibracionales del H2O:
flexión (bending) 1595 cm−1, con armónico a
3161 cm−1; dos bandas centradas en 3657,
3756 cm−1, y combinaciones de los distintos modos;
también participan activamente los isótopos
2D, 18O, junto con los modos rotacionales en tres
ejes (B = 14.5 cm−1).

- modos vibracionales de O3: 705, 1042, 1110 cm
−1,

con contribuciones del isótopo 18O.
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas triatómicas no lineales
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas complejas

▶ Metano (CH4), amoniaco (NH3). . . :
estructura 3D (tetraedro, pirámide). Modos vibracionales activos del CH4 a 3020
y 1306 cm−1 - relevante para el efecto invernadero.

▶ Clorofluorocarbonos (CFCs) y estructuradas... modos torsionales...
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas y radiación

▶ Moléculas diatómicas homonucleares (N2, O2, ...)

- tienen un sólo modo vibracional, carecen de momento dipolar, poco interactivas
en el IR térmico.

- niveles electrónicos interaccionan con radiación UV y visible en la alta atmósfera.
UV foto-ioniza y disocia, en particular O3 (→ qúımica de la estratósfera).

▶ Moléculas triatómicas lineales (CO2, N2O)

- tres modos vibracionales, carecen de momento dipolar intŕınseco, pero tienen
momento dipolar inducido.

▶ Moléculas triatómicas no lineales (H2O, O3)

- tres modos fundamentales de vibración y momento dipolar intŕınseco.

▶ Moléculas 3D (metano CH4, amoniaco NH3)

- simetŕıa semi-esférica (tetraedro), cuatro modos vibracionales, sin dipolo
permanente, pero śı inducido.
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3.4. Sistemas cuánticos - moléculas de la atmósfera

Molécula Dimensión D(Å) Estructura

N2 (N≡N) 1.098 triple enlace N≡N
O2 (O=O) 1.21 doble covalente
H2 (H-H) 0.74
CO2 (O=C=O) 1.15 Ligaduras lineales tipo π
N2O (N≡N) 1.126 Lineal

(N=O) 1.186 N≡N-O ↔ N=N=O

H2O (H-O) 0.96 Ángulo 104.5◦.

O3 (O=O-O) 1.278 Ángulo 116.8◦.

CH4 (H-C) 1.087 Ángulo 109.5◦.

NH3 (N-H) 1.02 Ángulo 106.75◦.

1. Descripción de moléculas en Internet:

- Estructura molecular: webbook.nist.gov, ccbdb.nist.gov

- hitran.org: información espectroscópica. Requiere cuenta.
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Opacidades en el infrarrojo - nitrógeno y ox́ıgeno

Opacidades N2 y O2. Las bandas relevantes son la solar (3300-100,000 cm−1) y

térmica (150-2000 cm−1). El ox́ıgeno es activo a 1.2µm y entre 0.6-0.8µm.
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Opacidades en el infrarrojo - agua

Bandas del agua: mayormente activo sobre 6µm (izquierda), entre 3.0 y 1.0µm.
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Opacidades en el infrarrojo - dióxido de carbono

Bandas del CO2, mayormente activo a 6, 4, 3 y 2µm.
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Opacidades en el infrarrojo - ozono y óxido nitroso
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Opacidades en el infrarrojo - metano
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