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4.1. Relatividad

4.1.1. Sistemas inerciales de referencia

» En un sistema de referencia inercial es valida la ley de la inercia (1* ley de Newton):

En ausencia de fuerzas externas un objeto mantiene un estado de
movimiento rectilineo uniforme.

- Sea O un observador en un sistema de referencia inercial describiendo el
movimiento de una particula con coordenadas, (t) = x(t) X + y(t) y + z(t) 2.

- Sea O’ un observador que se mueve con velocidad v relativa a O y que mide
F(t) = x'(t) % + y'(t) § + Z(t) £, con la misma orientacién de los ejes.

» La transformacién entre sistemas de coordenadas en mecanica clasica es la de
Galileo,

A(t) = r(t) + vt. (1)

que relaciona ambos sistemas cumpliendo con el principio de inercia.

- La transformacién inversa tiene misma forma. Se obtiene de despejar (2), o al
invertir el signo de la velocidad,

—

r'(t) = r(t) — vit, (2)
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4.1.1. Sistemas inerciales de referencia - transformaciones de Galileo

» En mecanica Newtoniana las velocidades son aditivas:
si r(t) describe el movimiento de una particula vista por O, la relacién entre la
velocidad de la particula medida por ambos observadores, 7'y U, es,
L dF d(7 vty dr o dt
Ta T a T at Var
» Al suponer la invariancia del tiempo, implicita en las transformaciones de
Galileo (2), se obtiene la invariancia espacial,

dt' =dt = dr =dr, (4)

(3)

y la adicién de velocidades,
i=u+Vv. (5)
» Las transformaciones entre sistemas de coordenadas son: desplazamiento del
origen de coordenadas, rotaciones de los ejes de coordenadas y movimientos a
velocidad constante.
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4.1.2. Postulados de la relatividad

La teoria especial de la relatividad se fundamenta en dos postulados:
1. Las leyes de la fisica tienen la misma forma en todo marco de referencia inercial.
2. La velocidad de la luz es constante y su valor es independiente del marco de
referencia elegido.

» El postulado 1 indica que /as leyes de la fisica mantienen una misma forma en
todo marco de referencia inercial.

- Alrededor de 1900 se pensaba que las ecuaciones de Maxwell, que predicen la
propagacion de la luz con velocidad ¢, eran vélidas sélo en reposo con respecto al
éter, el cual definia un marco de referencia privilegiado.

» El postulado 2 establece la velocidad de la luz como una cantidad invariante, en
conflicto con invariancias separadas de tiempo y distancia.

- Ha sido comprobado experimentalmente, de forma que el valor de la velocidad de
la luz se define de forma exacta,

€ =299792458m/s , (6)

y el metro se define a partir del segundo.
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4.1.3. Transformaciones de Lorentz
» La constancia de la velocidad de |la luz en todo sistema de referencia inercial,
dx® + dy® + dz* — 2 dt? = dx? +dy? 4 dz? — Pdt”? =0. (7)
> Para ejes con misma orientacién y movimiento relativo sobre X, se propone una
transformacién lineal,
ct' =Act+Bx, xX' =Dct+Ex.

- Al combinar con (7) se llega a la expresién basica de la transformacién de Lorentz,

e/ = vy c—v96x =~v(ct—vx/c), (8)
x' =—qfct+v x =v(x—vt),
con v = fc. El factor de Lorentz queda definido por la condicién,

1

gl ek (9)

- El factor 7 es creciente con |3]: v =1 para f =0; v — oo para § — +1.
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4.1.3.

>

>

Transformaciones de Lorentz

La relatividad emplea eventos definidos por coordenadas de tiempo y posicién.

Principio de invariancia: las transformaciones de Lorentz preservan la forma del
intervalo entre eventos, ds® = —c?dt? + dx? + dy? + dz°.

Las transformaciones de Lorentz forman un grupo que se puede representar con
matrices de 4 x 4 que incluye:

traslaciones fijas = cambio de origen de coordenadas;
rotaciones del sistema de coordenadas — dr? = dx? + dy? + dz? invariante;
translaciones a velocidad constante (boost);

inversiones espaciales o temporales, sin significado fisico.
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4.1.3. Transformaciones de Lorentz

» Transformacién para un movimiento rectilineo uniforme sobre los tres ejes X, v, 2,

ct’ v —B 0 0 ct

| | = v 00 X

Fd 0 0 01 z
v 0 =5 0 v 00 —p
0O 1 0 O 0 10 O
0O 0 0 1 -8 0 0 v

» La transformacidn para v = [3c entre dos sistemas con ejes paralelos,

— A

et =yct —B-F, r=-—rfct+F+(y—1)(3 AB. (11)
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4.1.3.

>

Transformaciones de Lorentz

Inversa: toda transformacién tiene una inversa tnica. Empleando notacién
matricial y omitiendo (y, z), la transformacién inversa de (10) es,

(5202 7)) = (%)= 7)),

La inversa se obtiene reemplazando 5 — —§.
Suma: Al combinar dos transformaciones paralelas, con v; = f1c, v» = fac, se
obtiene una transformacién con

B+

y=m7(1+ 1) = 5—1+5152,

que satisface |3] < 1 para |51], |52] < 1.
Transformaciones mds complejas combinan rotaciones y movimientos rectilineos,
notando con precaucién que el grupo de Lorentz no es conmutativo.
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4.1.4. Consecuencias

» Simultaneidad:
para O los eventos (t1 = 0,x; = 0) & (t2 = 0, x2 = X) son simultaneos (t; = t2).
En O’ estos eventos no son simultaneos. El primer evento se transforma de forma
trivial en (t; = 0,x; = 0), mientras que,

(5)=(2 7)) = (%)
X5 o xp =X X

es decir t) = —yf X/c # t; = 0. La simultaneidad depende del observador.

» Dilatacién temporal:
dos eventos distintos en un mismo punto, (t; = 0,x; =0) & (to = T, x2 = 0),
para O. En O’ los mismos eventos: (t; = 0,x; = 0) & (ty =~T,x5 = —yBcT).
La dilatacién temporal radica en t) — t; > T. El lapso de tiempo entre dos
eventos es minimo en el marco de referencia en el cual los eventos suceden en el
mismo punto. Se define el tiempo propio como aquel transcurrido en el marco de
referencia donde la separacién entre eventos es puramente temporal.
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4.1.4. Consecuencias

» Contraccién espacial:

La medicién de una barra de longitud L que realiza O puede describirse con los
eventos (t; =0, x31 =0), (tp =0, xo = L).

O’ registra estos eventos en (t; =0, x; = 0), (t, = —vBL/c, x4 =~ L). Si

L' = x} — x{ > L, pareceria una expansién, no una contraccién...
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4.1.5. Cuadrivectores - eventos

> La relatividad generaliza la mecdnica de Newton introduciendo cuadrivectores,
generalizacién de vectores espaciales que incorporan la componente temporal.

» La invariancia de la velocidad de la luz se introduce en la construccién de los
cuadrivectores.

» El cuadrivector basico ubica un evento en el espacio y tiempo,

xozct7 xlzx, x2:y, x3:z,

abreviadas x®, con a = 0 para la componente temporal, o — 7= {1,2,3} para
las componentes espaciales.
> De forma explicita, el cuadrivector de tiempo y posicién estd dado por,

x0 ct
1

o X . X . ct

=1 2 | = y 1= < ¢ ) . (12)
x3 z
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4.1.5. Cuadrivectores - intervalos; tensor de Minkowski
> Se define el intervalo entre dos eventos,
As? = — (Ax0)? 4 (Ax)? + (8x2)% + (AX3)
- La propagacion de la luz cumple As = 0, en todo marco de referencia.
- Eventos conectados causalmente cumplen As? < 0.

» La relacién (13) se puede re-escribir definiendo el tensor de Minkowski, escrito
en coordenadas cartesianas como,

2. (13)

-1 0 0 O
| o100 | . s
0 0 01

- En forma diferencial, e introduciendo la convencién de sumatorias implicitas,

3 3
ds® = Z Z Mo dx%dx® = ds®= Mo dx®dx” . (15)
=0 =0
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4.1.5. Cuadrivectores - sumatorias implicitas

» La convencién de sumatoria sobre indices repetidos (15), permite convertir
cuadrivectores contravariantes en covariantes, empleando el tensor de Minkowski

Nap A% = 1og A0+7]15 Al + M2 A2 + N3p A3 = Ag, (16)
es decir
As =nagh® = (~ALA) = Ag=-A% A=A conj={1,23}.
» En general:

- Cuadrivectores contravariantes, A“ con super-indice, son aquellos que se
transforman siguiendo,

8X/a
A = AP 17
- Cuadrivectores covariantes, A, con sub-indice, se transforman siguiendo,
8 (e}
AL =25 A (18)

> 9x'P
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4.1.5.

>

>

Cuadrivectores - espacio, producto escalar, norma

Cuadrivectores covariantes y contravariantes forman un espacio dual.

Se generaliza el producto escalar entre cuadrivectores,

A -B=A,B=1.,AB*=—-AB° +A.-B =N -B,
con A-B = A’. B/, invariante para cuadrivectores, transformados de acuerdo
a (17,18), por definicién.

Se tiene definida la "norma” de cada cuadrivector,

—

A-A=AA=—(A)2+A. A,

invariante ante transformaciones.

La construccién de cuadrivectores representando entidades fisicas en relatividad se
hace empleado el tiempo propio, definido a partir del intervalo s.
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4.1.5. Cuadrivectores - transformacién de cuadrivectores

» Las transformaciones de un cuadrivector A% (contravariante) entre dos sistemas
con ejes paralelos estan dadas por

AIO_’YAO_'YB L 40:7_{4/0+7§',A’/7 )
Fo= A0+ At (- 1) (- AF T\ A=BA A+ (- 1)(B

—

» Separando el vector A en componentes perpendicular y paralela a 3,
A»:A‘H +A,, con ﬁll :(BK)B, AL =B x (KXB),
se tiene que la parte espacial de (19) se puede escribir como,
A = —yBA + YA B+ AL,

es decir ~ . . -
AC =qA° —BA|, A= —BA A, AL=AL. (20)
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4.1.5. Cuadrivectores - tiempo propio, velocidad, aceleracién

» Se define el tiempo propio, 7, a partir del intervalo s,

1 1 t
dr = =v/—ds? = \/dtz—cz(dx2+dy2+d22):.
¢ v

El tiempo propio es un escalar invariante, independiente del marco de referencia.
» Se construyen cuadrivectores derivando sobre d7. Asi el cuadrivector de velocidad,

dx® vc
a — S, 24
! dr ('yv> (24)
2

de norma u,u® = —c*, invariante.
» La derivada del cuadrivector de velocidad es el cuadrivector de aceleracién,
aa:dua _ v cdy/dt _ V43 V/c (25)
dr v d(yv)/dt V2 F+ (3 V) 7/ c?
La norma a,a®, invariante, es igual al cuadrado de la aceleracién en el marco de
referencia (instantdneo) de la particula (acelerada).

(23)

o
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4.1.5. Cuadrivectores - energia y momento

» El cuadrivector de energia-momento se define para una particula de masa m como,

e ()-(%).

generalizando el momento de una particula p= ymv, y su energia.

- La energia de la particula, E = ymc?, tiene la parte en reposo, Eg = mc?, y la
cinética, E. = (y — 1)mc?,

1 3 mv?
E:E0+Eczmc2+§mv2+§c—‘;+... (27)

- La norma del cuadrivector de energia-momento, es

pap® = —E2/2 4 p? = —mPc? = E=+/mict+ pec2. (28)
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4.1.5. Cuadrivectores - potencia y fuerza

» La generalizacién de la mecdnica de Newton se hace con cuadrivectores de fuerza
que describen interacciones de forma similar a la segunda ley de Newton,
dp*
FH =mat = —. (29)
dr
» La aceleracién (25) puede separarse en componentes paralela y perpendicular a la
velocidad, = a)V + 3, donde
=4 +a. con a=(3-0)0, a=0x(ax?v). (30)

para obtener de (29),

dE dp
e ='ma.v, CTI; — 3ma)| +yma. (31)

» La componente paralela a la velocidad cambia la energia ("hace trabajo”), siendo
mas dificil acelerar una particula linealmente que de forma perpendicular.
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4.1.6. Luz y fotones
> La expresién de la derecha en (26) se generaliza a particulas sin masa, como el
fotén, donde E? = p2c2.
» El fotdn tiene asociado el cuadrivector de energia-momento,

() ()5

con k = (w/c)k el vector de propagacion.
» La norma nula para la propagacién de la luz en el vacio equivale a la relacién de
dispersion,
kak® =0 = —w?+k’c?>=0,

acorde con masa nula y propagacién en intervalos nulos, ds = 0.
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4.1.6. Luz y fotones

Figura 1: Un emisor de luz E se mueve con velocidad
V= Bc con respecto al observador O, siendo k el vector de
E a O, inverso a la linea de visién.

» Sea E un emisor de radiacién con velocidad v = ¢, emitiendo con una frecuencia
we en la direccién ke (fig. 1). La relacién entre frecuencias observada y emitida
estd dada por la transformacién inversa a (19),

Wo = YWe <1+g'ﬁe):% (33)
v(1-5 k)
» La transformacién del vector de propagacion es la directa,
k=B +(v=1)(B-ko)B A on 0

SR O ) R S
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4.1.6. Luz y fotones - efecto Doppler

» fuente alejandose en movimiento radial, BA ko = —1:
e - cos 6 1 (35)
Wo=—"—7 =W , =-1.
o ’Y(l—i—/@) e 1—|—l8 e

La frecuencia observada es menor y corresponde al corrimiento al rojo.
» fuente acercidndose en movimiento radial, cos6, = +1:

We " 1+ 06
= ——_ G 0 —_—
(1 - 5) 1-p5"
La frecuencia observada es mayor y corresponde al corrimiento al azul.
» fuente moviéndose perpendicularmente, cosf, = 0:

Wo

cosfe = +1. (36)

We

Wo = — cosfe. = —f3. (37)
0

Corrimiento transverso al rojo. Angulo de emisién observado 0. # 0.
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4.1.6. Luz y fotones - beaming

» De acuerdo a (34), el dngulo observado no coincide con el de emisién en el marco

de la fuente,

B +coste
cosf, = 17 Beost. (38)

» Una fuente de radiacién isotrépica, independiente de 6., se observa anisotrépica al
estar en movimiento, emitiendo en un dngulo sélido dado por,
dQe

Q,=2 = .
dQ, = 2w d(cosb,) 21+ Beosto)? (39)

> El haz se cierra y se intensifica en la direccién de movimiento, ademas del
corrimiento al azul, dando lugar a una fuerte amplificacién de la intensidad —
“beaming”.
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4.1.6. Luz y fotones - beaming
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Figura 2: Modificacién de un patrén isotrdpico, arriba en negro para 5 =05y 5 =10.9. El
patrén modificado aparece abajo en azul.
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4.1.7. Campos electromagnéticos - potenciales

> Los campos electromagnéticos pueden derivarse del potencial escalar, ¢, y el
vectorial, A, combinados en el cuadrivector,

A"‘E(%). (40)

» El operador (covariante) de derivacién se define como,

(19
Oy = (cat’ V) , (41)

permitiendo expresar ecuaciones de conservacion y de onda de forma compacta.

» Un primer ejemplo es la forma invariante de norma de Lorenz!,

1 olo}

c ot
Los potenciales que la cumplen lo hacen en cualquier marco de referencia. En
cambio, la norma de Coulomb, V - A= 0, no es invariante.

+V-A=0 = 089,A"=0. (42)

!por Ludvig Lorenz, fisico anterior a Hendrik Lorentz.
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4.1.7.

>

Campos electromagnéticos - carga y corriente

Las fuentes de los potenciales y campos electromagnéticos son las cargas y
corrientes eléctrica, con densidades,

ga:<pjf>. (43)

La ecuacién de continuidad se puede expresar en forma covariante,
0
8{+v.j:o = 9u)=0. (44)

Las ecuaciones de Maxwell dan lugar a ecuaciones de onda para los potenciales en
presencia de fuentes,

47 1 0° 10) 47 c
Baa « _ 2 - - _ P
00" A* = ~J <:>{C289+V}<A> c(j)' (45)

En §4.2 se plantean estas ecuaciones para una carga en movimiento arbitrario.
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4.1.7.

>

Campos electromagnéticos - tensores

La descripcién de campos electromagnéticos requiere el empleo de tensores:
Un tensor de rango O es un escalar. Es invariante por construccién.

Un tensor de rango 1 es un cuadrivector. Se transforma de forma contravariante o
covariante (17,18),

A/Oé

o o
_ 8X B A, _ aX A
oxB 0 DT gxB T8
Los tensores de rango 2 se representan con matrices de 4 x 4. Pueden ser
contravariantes, transformandose de acuerdo a,

8X’a aX/B ~5

Frof = —— 46
Ox7 Ox9 (46)
covariantes, o mixtos, transformandose de acuerdo a,
X' 9x°
o 4
FB G Fs - (47)

De forma similar se puede construir tensores de rango arbitrario. ..
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4.1.7. Campos electromagnéticos - tensor de campo EM

» Los campos electromagnéticos se definen como un tensor de segundo rango,

Fof = 90 A8 — 9PA° & { STVt (48)
E=-131_vy,
explicitamente,

FOO FOL poO2 fpO3 0 E E E

o Fio fll pi2 Fpli3 —E, 0 B, —-B,
F=1 p2o p21 g2 p3 | =| _ E, -B, 0 B, (49)

F30 p31 p32 33 -E, B, —B 0

» El tensor F es antisimétrico por construccién: F®? = —FPe,

- En particular F** = 0.
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4.1.7. Campos electromagnéticos - ecuaciones de Maxwell

» Las ecuaciones de Maxwell pueden escribirse de forma covariante,

4
9gFef =2Zgo 9o FPY 4 9P 4 g1Fef =0, (50)
c
> La expresion de la izquierda corresponde a las ecuaciones de Maxwell con fuentes,
- . 10E 4r
V-E=4rp, VxB—-——-——=—7.
mr . c Ot ¢’

> La expresién de la derecha en (50) se anula cuando hay indices repetidos. Para
indices distintos entre si,

. {012} 16B
{apy}={123} = V-B=0; {aBy}e{ {013} » =V xE+ P =0.
{023} t

> La definicién del tensor F®?, junto con la ecuacién (50) con fuentes, permite
obtener la ecuacién de onda para los potenciales electromagnéticos (45).
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4.1.7. Campos electromagnéticos - transformacion

» El campo electromagnético se trasforma segiin F*? = /\gl\ﬁF’W, de donde,

L. . LV L

Ej = £, EL=7<EL+CX L>,

L . Uy 2

BH:Blll, Bl:’}/(Bi—CXEi). (51)

- Un campo puramente eléctrico (B' = 0) o magnético (E’ = 0) se transforma en
electromagnético (B # 0, E #0).

» El invariante F,3F® =2(B2? — E?) indica la existencia de un marco de
referencia donde uno de los dos campos, Eo E es nulo.

- Para ondas EM: FQBFC“B =0.

> Se puede definir el tensor de energia-momento del campo EM, el cual contiene
al vector de Poynting?.

2*The Classical Theory of Fields”, Landau & Lifshitz, §23 a §33.
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4.1.7. Campos electromagnéticos - fuerza de Lorentz

» La fuerza de Lorentz es producto del tensor de campo electromagnético y el
cuadrivector de velocidad,

F=(q/)Fyu’ = (q/c)F"u,. (52)

» Con un poco de &lgebra se obtiene de (29),

d - d 5 g \7 g
a(’ymcz):qE~v7 dt('ymv):q<E+C><B>. (53)

A la izquierda es el cambio de energia por el trabajo del campo eléctrico; a la
derecha la fuerza de Lorentz, con factor ~.
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4.2. Campos de una carga en movimiento

4.2.1.
4.2.2.
4.2.3.
4.2.4.

Carga en reposo y en movimiento rectilineo uniforme.
Potenciales de Liénard-Wiechert.

Férmula de Larmor y distribucién angular de la radiacién.
Distribucién espectral.



4.2. Campos

4.2.1. Carga en reposo
> La densidad de carga de un electrén, g = —e, en reposo en la posicion r, es
p(rt) =—ed(F—re), J=0.
» El potencial escalar se obtiene de la ecuacién de Poisson, (45) con ¢(7,t) = ¢(r),
V26 = —4np. (55)

» Cambio de variable R = r'— r; fija el origen en la carga. En coordenadas esféricas,

—

p(F,t) = p(R) = p(R) = —e d(R)/R?,
» Se integra (55) sobre una esfera de radio a(> 0),

1 d <R2d¢>:47re5(R) = a2d¢(a):47re.

R2dR \" dR R2 dR
» Al integrar sobre a se obtiene el potencial y el campo de Coulomb,
—e —e . = R r—re =



4.2. Campos

4.2.1. Carga en movimiento rectilineo uniforme

» Un electrén en movimiento rectilineo uniforme, re(t) = Xvet, ye = ze = 0.

» En el marco propio del electrén los potenciales son de Coulomb (56),

" —e —e "

¢ (r') = = A =0 para rh=0.

]ﬁ—ﬁ\ /X2 +y2 422 ’
e
» Se transforman de acuerdo a (19),

p=7¢ +6-A =n~¢', A=rB +A +(y-1)(B-A)B =189,

es decir,

—eyveX/c

V(= vet)2 +y2 + 2%
(57)

- —€7 7o
rt)= , A(r,t)=
o) = A

transformando también las coordenadas, x’ = y(x — vet), y' =y, 2/ = z.
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4.2.1. Carga en movimiento rectilineo uniforme

» Los campos electromagnéticos se derivan de estos potenciales.

» Alternativamente, se pueden obtener los campos con las transformaciones (56),

—

- - - - - - % =
Ey=Ej, EL=9El, B=Bi=7_xEL,

aplicadas a un campo de Coulomb.



4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Liénard-Wiechert

» El campo electromagnético producido por una carga en movimiento arbitrario se
obtiene de las ecuaciones (50), dadas las formas funcionales de p(r, t), J(F, t).

» Para un electrén que sigue una trayectoria arbitraria r5(t),
p(rit) = —ed[r—r(t)] , J(rt)=—eve(t)d[r—re(t)], (58)

con 0(r) la funcién delta de Dirac.

» Los potenciales A® se pueden obtener integrando la ecuacién de onda (45)
mediante el método de la funcién de Green3.

» Alternativamente, se puede hacer una deduccién aprovechando invariantes

(Shu §13).

3 Jackson §12.11 y capitulo 14 muestran la deduccién mediante la funcién de Green.



4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Liénard-Wiechert

Figura 3: Electrén en movimiento
arbitrario visto desde el marco de
referencia O. El vector 7" denota la
posicién donde se mide el campo en el
instante t, frecuentemente fija, y fz(te) la
del electrén en el instante t.. El vector R
conecta ambos eventos.




4.2.2.

>

4.2. Campos

Potenciales de Lienard-Wiechert

El potencial es Coulombiano en un marco O’ en reposo instantdneo con el
electrén.

Se hace la transformacién al observador (O), considerando la posicién del electrén
en un instante t, distinto al tiempo de la medicién, t’' (fig. 3).

Asi, consideramos los potenciales en O’ en el instante t.,

o (I t)= ———— A ¥)=0, (59)
|r = re(te)]
con AYA! = —e?/|r’ — rl(t.)|? invariante para una eleccién adecuada de ..

La expresién para {t., t.} se obtiene del cuadrivector que describe el contacto
causal entre el electrén y el observador,

e (73

con RyR® = 0 en cualquier marco de referencia, por construccién.



4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Liénard-Wiechert

» El tiempo retardado, t., queda definido por la norma nula de R,

rF— re(t
RoR™ = = (t —t)? +|F—Fa(te))P =0 = te=1t— |;(e)| (61)
» La invariancia de R, R“, vista en el marco de referencia del electrén, implica,
RUR® ==t =t + |7 —A(t)P =0 = ¢(rt)= .
c(t'—t)

» Por otro lado, el producto de R“ con la velocidad de la particula, u®, en te,
produce el escalar invariante,

u*Ry = _'YC2 (t—te) +yVe(te) - (F—re(te)) = —c? (t, - té) :

» El invariante u®R,, permite expresar ¢’ en términos de t vy te,

¢ =

7= relte)| = (Velte) /) - (F=elte)) — 4 (1-velte) - R/e)

con R=r— re(te), la parte espacial de R*. En general, el vector 7 es fijo.



4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Lienard-Wiechert
» La transformacion de Lorentz al marco del observador,
p=nr¢", A=~B¢",
resulta en los potenciales,

—e€

R (1 a(te) - fe/c) ’ R (1 —V(te) - fe/c) ’

o(r 1) =

que pueden ser escritos en forma covariante,

—eu? —e 1
A8 = ZCY _ < . ) _ 62
Ry R(1—V.-R/c) \ Ve/c (62)




4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Liénard-Wiechert

» Los potenciales (62) se conocen como potenciales de Liénard-Wiechert, también
escritos como,

Lo —e AP — —eVe/c
ROk T R R

Son covariantes y Coulombianos en el marco del electrén.

te te

» Formalmente existe una solucién avanzada de estos potenciales, que corresponde
con la posicién futura del electrén en t, = t + |F— Fa(ta)|/c.

» Esta solucidn se descarta al ser inconsistente con el principio de causalidad.

- Una versién del principio de causalidad distingue a los potenciales retardados, que
describen ondas que divergen de las cargas, de los potenciales avanzados, que

resultan en ondas que convergen hacia ellas, contrariamente a lo observado en la
naturaleza®.

#Zeh (1989), “The physical basis of the arrow of time”, Springer-Verlag.



4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Lienard-Wiechert - campos
» Los campos correspondientes a los potenciales de Liénard-Weichert son,
- —e R—3 —e
E(F: t) = R2 2—,\6—»3 + Re
2a-R-Fp, " Re
B(r,t) = RxE(Ft),
con el movimiento del electrén evaluado en el tiempo retardado,
| re(te)]
c
» El campo tiene dos componentes:

- el “campo de velocidad” (o 1/R?), generalizacién del campo de Coulomb;
- el "campo de aceleracién” (o< 1/R), o “campo de radiacién”,

te=t =t—R/c, R=|F-7(t)|, B=v.t)/c.

ra A -,
Rc

E d(l:’7 t) = ;e [R X(](-(fR ﬁ)): ﬁ)] , érad(F; t) = I% X Erad(Fv t).
te

(65)



4.2.2.

4.2. Campos

Potenciales de Lienard-Wiechert - flujo y potencia

El flujo de energia estd dado por el vector de Poynting del campo de radiacién,

2 .
< R, (66)

E Erad

- c = —
S=— Erad X Brad =
47

aprovechando {Erad il é,ad} 1 R.
La potencia radiada por el electrén es la integral sobre area,

P:/§-d55:/c
41

donde |Eyaq| = |Brag| o 1/R, implica que la radiacién se diluye oc 1/R2,
La radiacién tiene una distribucién angular determinada por,

o2 f?x((ﬁ—ﬁ)xi)
473 (1—-R-j5)3

N 2
Erad| R*dQ, (67)

dP
E(t)

c _
- E‘REradF —
te

con {r., =Ve/c, 3} evaluados en el tiempo retardado t..



4.2. Campos

4.2.2. Potenciales de Lienard-Wiechert - geometria

Figura 4: Seleccién del marco O tal que r, < r. El

7 origen estd en el punto negro, cercano a la carga,
situada en r.. El punto de medicién estd en 1, a la
izquierda.

» Las distancias a las fuentes astrofisicas son mucho mayores que las dimensiones de

sus regiones emisoras, re <K r.
» Con la eleccién adecuada del sistema de referencia (fig. 4), podemos aproximar,

R=|F—re|l~r—7F-re(te), text—r/c+F-re(te)/c. (69)

- A orden cero R & r, siendo la posicién del observador, 7, un vector fijo (fig. 4).
» La distribucién angular de la potencia radiada (68), bajo la aproximacién (69),

N <(A ~) ﬂ) 2

2 r X r — X a
Py € . | (70)
dQ 473 (1—7-5)3

te



4.2. Campos

4.2.3. Emisién por particulas no relativistas - férmula de Larmor

» En movimiento no relativista (8 < 1), los campos de radiacién (65) son,

- e Fx(Fx3) = e Fxa
Erad = _? P y Brad = ? r (71)
conte~t—r/c.
» La potencia radiada por angulo sélido es,
dP C, = e? >  €%a°
——(t) = —|REq|? =~ P x (Fx3)° == sin’0 72
dQ( ) 47r’ rod| 473 [P (7> 3)] 4rc3 o (72)

siendo 6 el dngulo entre la linea de visidn, 7, y la aceleracién, &.
> Al integrar se obtiene la expresidn no relativista de la férmula de Larmor,
2e23?

dP(t) €22
dQ  4ncd




4.2. Campos

4.2.3. Emisién por particulas no relativistas - patrén dipolar

Patrén de emisién no-relativista - dipolar

1.0+ =

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 10

Figura 5: La emisién de radiacién por una particula
no relativista sigue un patrén dipolar.

Para una particula no relativista:

(i) la potencia es proporcional al
cuadrado de la carga y de la

aceleracién, P o a2e?.

(ii) La emisién sigue un patrén
dipolar (o sin?6).

(iii) Si & tiene direccién fija,
E o« 7 x (F x a) es fijo— la
polarizacién es lineal.



4.2. Campos
4.2.3. Emision por particulas relativistas - formula de Larmor

» La férmula de Larmor (73) se generaliza a la expresidn covariante,

2 2 2 2 2 2

=_——a
3c3 3c3
con {a),a} componentes de 3 paralela y perpendicular a la velocidad (ec. 31).
» El patrén de emisidn relativista estd dado por la expresién general (70),

dP(t) 2 | F X ((F— 3) x 5’)

P/

dQ  4ncd (1—7-5)3
te
- La integracién sobre el tiempo debe tomar en cuenta que dP(t)/dQ se evalia en

te, con la relacién diferencial,

-,

dt = (1 — 7 B)dte — dto/27%.

- Se distinguen los casos 7 || 3,y 3L 8.



4.2. Campos

4.2.3. Emision por particulas relativistas - movimiento 3’| v
> Si || 3, la expresién (70) da,
2
dP(t) e? |Px(Pxa)|  e2a° sin? 0 (75)
(1-7- By

~ 47c3 (1 — PBcosh)o
te
» Los extremos del patrén de emisién son:
- minimo en § = 0, donde la emision es nula; maximo en,

€0S Omax = (\/m— 1)/46 = Omax(y = 00) = 1/V57.
> En el limite ultrarelativista, v > 1, y para angulos pequefios, < 1, se aproxima,
B~1—-1/292 sinf~0, cosf~1-6°/2,
de donde, la forma del cono de emisién queda descrita por,
2 202
(o) a

- La figura 6 ilustra los casos semi-relativista y v — oc.

dQ  4rc3




4.1. Relatividad 4.2. Campos 4.3. Sistemas 4.4. Bremsstrahlung 4.5. Sincrotrén 4.6. Compton 4.7. Altas energias

4.2.3. Emision por particulas relativistas - movimiento 3’| v

Patrones de emisién: & || § relativista v2 o
Patrones de emisién: 4 || 8, limite relativista

Patrones de emisién: & | §, caso semi-relativista
4
o 4
5 il
3
2 3
g
E s
i g
N1 B
2 S
S
o — p=00
— p=o01 1 1
— =02
o 3
B=0.3
— p=04 o N
-2
i - S o 1 2 3 -06  -04 02 00 02 04 06 20 -15 -lo —05 oo 05 10 15 20
R x ve

Figura 6: Emisién de una carga con movimiento lineal, || 3 sobre el eje 2. Casos
semi-relativista (izquierda) y relativista, escalado por % (centro, derecha).

- dP(t)/dQ2 o< 48, al considerar t, — t.
- La integracién sobre d2 introduce otro factor v~2, de manera que P < ~%a?.



4.2. Campos

4.2.3. Emision por particulas relativistas - movimiento a | v

> En el caso &- 5 = 0, se obtiene de la expresién general (70),

dP &2 |(1—7-B)—(F-3)%/7°
dQ ~ 4rc3 (1—7-B)° ’ (76)

te

con un término de amplificacion para gen la linea de visién, con la emisién
restringida a un cono de angulo 1/~, junto al término (7 - &) atenuado.

- patrén dipolar para el caso no relativista,
dP e?a’
a0 arc3

- méxima amplificacién en la direccién 7 = 3,

dP e2a? 1 g €22
@ amaa—pr - e
- dP(t)/dQ o ~°, al considerar to — t; P oc v*a? al integrar sobre d.




4.2. Campos

4.2.3. Emision por particulas relativistas - movimiento a | v

» Situando la aceleracién y velocidad perpendiculares en el plano x — y, con 0 el
angulo entre la linea de visién y el plano de movimiento,

F=ax, B=p8y, F= (Xcos¢ + ysing)sin@ + Zcosb .
- La expresién (76) queda como,

daP e?a® [(1— Bsinfsin¢)? — sin? 0 cos? ¢ />
dQ  4rnc3 (1 — Bsinfsin )b

- Tomando como referencia el plano z = 0, en el caso relativista,

£ N e?a’ 1 . e’a’ 1678
dQ  4wc3 (1 — Bsing)* Amrc3 (1 + y2A¢2)*

que describe una amplificacién o 72 dentro de un cono de apertura ~ 1/,
alrededor de 5 (= A¢p = ¢ — 1/2).



4.1. Relatividad

4.2. Campos 4.3

Sistemas

4.4. Bremsstrahlung

4.5. Sincrotrén

4.6. Compton

4.2.3. Emision por particulas relativistas - movimiento a | v

Patrones de emisién: & L B, plano aB

— =00
— p=o01

Patrones de emisién: & L B, plano normal a &

Patrones de emisién: & L B, plano normal a §

— 00
— p-o01

— g=00

4.7. Altas energias

5.0 5.0 —0.25
¢ & ° A
00 VA 00 LV %a

9 -1.00

Figura 7: Patrones de emisién para 3 L 5 en el caso moderadamente relativista, 8 < 0.5. El
patrén migra de dipolar 8 = 0 a amplificado por un factor de 16 en la direccién de la
velocidad. Se muestran los planos de movimiento (izquierda), normal a & (centro) y normal a v
(derecha). En el caso v > 1 la emisién queda restringida a un cono de apertura 1/~ alrededor
del eje de velocidad.



4.2. Campos

4.2.4. Distribucion espectral de la radiacion

» La potencia describe la energia radiada por unidad de tiempo, P(t) = d€/dt;
- el espectro, P(w) = d€/dw, describe la distribucién en frecuencias. Tomando en
cuenta su distribucién angular se tiene,

+00 g o g4
dQ / dadt 9= /0 dQdw 7 (77)

donde las frecuencias negativas no contribuyen.
» De (68), considerando que E real = E(—w) = E*(w), se obtiene,

+oo d& +ooC c 2
/O dwdﬂdw_/_oo = RE(D) dt = 2/ REW)| dw.

» RE(t)y RI_E(w) se relacionan mediante transformada de Fourier,

+oo +°°
RE(w) )el“tdt, RE(t / E(w)e “tdw. (78
\/27‘(’ / \/277 ( )




4.2. Campos

4.2.4. Distribucion espectral de la radiacion

» Al introducir la expresién para el campo de radiacién (65), se tiene,

A A - s 2
e _ & | [ [RBB] g
dQdw  4n2c|)_ (1-R-j3)3 )
» Al aproximar
R~r, t~te+r/c—F-re(te)/c,

y cambiar variable de integracién,

—

dt = (1— - 7)dte,

despreciando el término (de fase) e™'/¢, se obtiene

/+°° [P x {(F — q) X E} eiw(te=Pre(te)/c) gp
( =

2
dP(w)  dE &
dQ  dQdw 4r3c

1—7-f)

—00




4.2. Campos

4.2.4. Distribucion espectral de la radiacion

» Jackson (§14) afirma que el término en paréntesis es una diferencial exacta®,

[Fx{(f—ﬁlxg}] _d [Fx(?x?)]
(1—7-B) ’

dt| 1—-7.5

lo que permite integrar por partes y, notando que la variable de integracién es
muda, reducir la expresién a,

dP(w)  d& e?w?

dQ  dQdw  4r2c

» El espectro integrado sobre dngulo sélido representa la expresidon general para el
espectro de una partl'cula en movimiento,

2

/+OO ~ ( _’) iw(t—~F- re(t)/c)dt (79)

— 00

+oo

2
b B’)eiw(t—F'Fe(t)/c)dt dQ. (80)

Plw)=—==

dw

— -,

®aprovechando la identidad & x (b x (5-8)b—(3-b)e.



4.3. Sistemas

4.3.Sistemas de cargas en movimiento

4.3.1. Aproximacién dipolar.

4.3.2. Expansién multipolar.



4.3. Sistemas

4.3.1. Aproximacion dipolar

» Un sistema de cargas en movimiento no relativista se describe generalizando la
expresion de Larmor (73), con la definicién del momento dipolar del sistema, d,

2.2 G2 L
Py =2 29 ) = Y i) = i (e

3c3 3c3
» La expresién (71) para campos y distribucién angular de la emisién se generaliza,

) Px(Pxd) o Pxd  dP(t)  |df?
Eraa(t) = Q’ Braa(t) = = rc2 ’ d§(2) - 4|7r|c3

con 7 la posicién del observador con respecto al centro de la distribucién de carga.
» El comportamiento espectral se obtiene al transformar los campos,

sin0,  (82)

rc2

- w

Eaa) = (£) Dx (b x dw)), Baae) = (%)

C r C

28 .
P x d(w), (83)

con d(w) la transformada de d(t). El factor —w? proviene de la segunda derivada.



4.3. Sistemas

4.3.1. Aproximacion dipolar

» Dejando de lado el término 7 - 7z /c en la exponencial arménica (79), se obtiene el
espectro dipolar,

dP(w) ¢ | = )2 w4)q ‘2

" 4 ‘rB,ad(w) " 2rc3

90 2 sinf, P(w)=
T

3c3 ‘d ‘ ., (84)

siendo P(w) = d€/dw la distribucién espectral de la energia radiada.

» La aproximacion dipolar es valida para conjuntos de cargas en movimiento no
relativista, acotadas a una regién emisora de tamano L < r.

» Aplicaciones directas son la dispersién de Rayleigh y la emisién de frenado, o
bremsstrahlung.



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - desarrollo

» Un tratamiento general de los campos debidos a distribuciones de cargas no
estaticas considera la solucién formal de la ecuacién de onda (45), para los
potenciales electromagnéticos, dada una distribucién de cargas y corrientes,

1 [ Rt F— X
arey = 2 [EEE) 5 (P2 X oy gy (85)
C C

7= x|

a_ (9 a_ [ pc
w=(5) 7=(%)

- Las distribuciones de carga y corriente se sittian en la regién descrita por X, y se
evaliian en el tiempo retardado, t/, a través de la funcién 4.
» Se aproxima |F'— x| &~ r en denominador, |'— X| ~ r — - X en el tiempo retardado,

A o

r

AX(F,t) = 1/]"‘ (>?,t’)5<t —t+—CX> d®xdt’ . (86)

rc



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - desarrollo

» El espectro considera la transformada de Fourier de estos potenciales,

1 PR\
A% (Fw) = C/J“ (%, t')5<t’— t+£— rcx> et f3x dt'dt .
r

» Se integra la transformada sobre t, aprovechando la funcién §, para obtener

AY(Fw) = lC 9% (R, t) et =r/ et PRI By g/
Iq
efiwr/c

= /]O‘ (X, w) e %/ d3x. (87)

rc

» El desarrollo en serie la exponencial da lugar a la expansién multipolar,

o e—iwr/c 0 1 io\ "  n ar
A7 w) = — ZE <C) /(r-x) 72X, w)d®x. (88)
n=0

- La expansidn converge rapidamente para |wx/c| < 1 = x < A, un emisor menor
que la longitud de onda que emite.



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - condicién de convergencia

» La condicién de convergencia, x < A, no parece obvia en entornos astrofisicos.

- Las dimensiones x se refieren a las de emisiéon coherente, como las recorridas por
cargas emitiendo con frecuencia w durante un periodo de vibracién,

x~v2rjw=v(\c) <K\,

para v L c.
» Algunos sistemas macroscépicos, como estrellas de neutrones, no cumplen x << .

- Tampoco lo cumplen regiones con cargas altamente relativistas.
- En cualquier caso, la expresién general (87) es aplicable,
e—iwr/c

AY(rw) = —— /]“ (X, w) e %/ed3x.
rc



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - campos y potencial vectorial

> Lejos de la regidn emisora, el campo se comporta como una superposicién de
ondas planas, que se puede describir directamente con el potencial vectorial A,

B(F,t)=V x A, E(f,t)=BxF?.
» En analogia al caso dipolar (82),

- c?xf - F x F><?/ —
Brad(r, t) = ?, E,ad(r, t) = (rc2)’ con A(r, t) =

los campos pueden ser descritos directamente con el potencial vectorial ,

S|

B(F,t) = A x #/c, E(F,t) = (A x F) x ?/c, (89)
B(F,w) = —i(w/c)Ax F, E(F,w)=—i(w/c)(AxF)xFP
generalizado con la expansién multipolar,

Arw) = &5 ] (“) [ 6078, Ae)  —ivAw). (00

rc nl \ ¢

n=0



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - momento dipolar eléctrico

> La expansién en serie (88) da lugar a los momentos multipolares. Para el desarrollo
se emplea el potencial vectorial, partiendo de la relacién entre densidades,

JxE ) =p(X )8 = J(Xw)=—iwsp(X,w),

» n=0 = momento dipolar eléctrico:
- a orden cero el potencial vectorial es,

. —iwr/c .
AO(7w) = - / 7(%,w) dBx = & (—iw) d(w). (91)

- Los campos correspondientes estan dados por,
: 2
— Iw = . w - . — -
B(F,w) = ——Ax F = —e wr/c (rc2) dw)x?, E=BXxF (92)
- Transformando de regreso tenemos el potencial y campos dipolares,
dx? = (dx F)x ?

E(r t) = ———. (93)

rc2

g )
= Brn=

A0 (7 1) —
(1) rc rc2 ’



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - momentos superiores

» n=1 = momentos dipolar magnético y cuadrupolar eléctrico:

- el término n = 1 de la expansidn es,

. —iwr/c /;
AD(7 W) = © (’”) /(f.;) 7(%,w) d3x.

rc C

- Laidentidad (X x ') x F = (F- X)7— (7 - 7)X, permite separar la integral como,

1
(XxJ)xF + S(F-X)J+

> (7-7)%. (94)

N

» El término en (X X J) corresponde al momento dipolar magnético.

» Los otros dos términos corresponden al momento cuadrupolar eléctrico.



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - momento dipolar magnético

» n=1 = momentos dipolar magnético:

- Al definir el momento dipolar magnético,

ﬁ:i/(zxj)cﬁx, (95)

se obtiene el potencial respectivo,

—iwrfc /i —iwrfc /
A%dl)(;’w):e (M)/l(ﬁxj)xfd%(_e <M>n?xf. (96)
C

m rc c 2 rc

- y los campos electromagnéticos asociados,

B(F,w) = e_:/c (%)2 (7 x ) x F,  E(Fw) = (7)2 P x 1.



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - momento dipolar magnético

- El patrén para la emisién de un dipolo magnético resulta de,

dP(w) ¢ | = |2 ¢ [w\4 5 w* 2 .9
= — E ‘ = — (—) 4 X n = — n 6’
dQ 4rr ‘r () 21 \¢ |7 | 27c3 [ sin
con 0 el dngulo entre mi(w) y la linea de visién 7, y

d€é 4*

Pw) = 5= = S5 @)



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - momento cuadrupolar eléctrico

» n=1 = momento cuadrupolar eléctrico.

- El segundo término en (94) da lugar a,

e r/c
C

By = S5 (%) ] [16:97+ ¢ DRI (o7)

e S AN G ) N AN - /L AN C N
= rc(c>2/x(r~x)p(x)dx— pe <6C> Q(7).

- Q(F) = Q- 7 es la proyeccién de Q, tensor de momento cuadrupolar eléctrico,
definido simétrico con traza cero,

Q) = / (3xix; — r2d) p(x) d°x , (98)

sobre la linea de visién, 7 = (X cos ¢ + ysin¢)sin @ + 2 cos 6.



4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - momento cuadrupolar eléctrico

- La expresién cuadrupolar (97) se puede escribir més explicitamente con Q(#),

L emiwrfc 02 (Qux cos d + Qyy sin @) sin + Q. cosb
A= (—) (Qyx cos @ + Qyy sinp)sinb + Q,, cos b
¢ (Qzccos g+ Qysind)sinf + Q,, cosd

- Los campos correspondientes son,

B(7.w) = —ie /e (4’ Q(er CE(rw) = —iere (4 (a0 ;ﬁ -

» La potencia radiada por un cuadrupolo viene dada por
[=] L2 6|
dPlw) _ rB)| = - (£)7] Q) = ¢

dQ  4m ~ 72m \c

2 6
L PW) = gos Q)

(99)




4.3. Sistemas

4.3.2. Expansion multipolar - resumen

» El potencial vectorial en funcién del tiempo y desarrollado hasta n =1,

- d

. 100
rc 6rc? T (100)

» Los campos electromagnéticos quedan como,

- 1 5 - 1 =
B(r,t) = rc2{d><?+(rﬁ><?)><?—|—6cQ(F)XF+...}, (101)
- 1 A - 1 =
E(rt) = rcz{(dxP)><F+F><rT7+6C(Q(F)><F)><F+...}.(102)

» El desarrollo multipolar resulta en la expansién para la potencia,

20d? 2l 1@ | Wt W a
= P) =55 (Id a5
33 T30 T1socs T (W) =55 (4" +|m] +90c5|’(?(‘1’0;_)

» Para continuar la expansidn conviene expresar (87, 88) con armdnicos esféricos.

P(t) =



4.4. Bremsstrahlung

4.4. Bremsstrahlung

4.4.1. Deflexién de un electrén por un niicleo.
4.4.2. Deflexiones pequenas.

4.4.3. Movimiento hiperbdlico.

4.4.4. Bremsstrahlung térmico.

4.4.5. Absorcién libre-libre.

4.4.6. Bremsstrahlung relativista.



4.4. Bremsstrahlung

4.4. Bremsstrahlung

>

La radiacién debida a la deflexién Coulombiana
entre cargas se conoce como bremsstrahlung,
radiacién de frenado o radiacién libre-libre.

El bremsstrahlung es un mecanismo de
enfriamiento importante en plasmas astrofisicos.

La interaccién se trata de manera clasica si la

energia radiada es mucho menor que la energia
inicial del sistema; el caso opuesto requiere un
formalismo cuantico.

Para movimientos no relativistas (v < ¢) se
emplea la aproximacién dipolar.

Dos particulas de misma carga y masa no tienen
dipolo = la interaccién entre dos electrones es
cuadrupolar (TBD!).




4.4.1.

>

4.4. Bremsstrahlung

Deflexiéon de un electrén por nucleo - planteamiento clasico

Si la energia radiada es despreciable frente a la energia total, podemos describir la
interaccién entre dos cargas con la solucién cldsica del problema de dos cuerpos
bajo el potencial de Coulomb.

Se conservan energia y momento angular:

1 . 1 R -, . S
€:§m1|v1|2+§m2|v2|2+%, L=r xXmvi+mnXxmvnm, (104)
con my = Me, q1 = —e, My = Amp, g = Ze.

El problema se reduce con la posicién relativa, ¥=r — 5, y la masa reducida
m = mymy/(my + my), considerando conservacién de energia y momento angular,

1 Ze? -
5:§m|\7\2——e, L=mPixv. (105)
r

El movimiento relativo coincide practicamente con el electrén: 7 — re , m — me..



4.4. Bremsstrahlung

4.4.1. Deflexion de un electréon por nicleo - parametros
» Fijando L = L2, se describe el movimento en el plano {r, ¢},
1 Ze?
E=sm(P+r7¢?) - ==, L=m?. (106)
r

Trayectorias r(y) elipticas® (€ < 0), parabdlicas (€ = 0), o hiperbélicas (£ > 0).

> La solucién para £ > 0 es la hipérbola dada por,
2
alec—1
= 7( ) , (107)
gcosp + 1

con semi-eje mayor y excentricidad,

Ze? 2612 \ /2
a=—= g = (]. + mZ2e4> > 1.

» La hipérbola tiene asintotas dadas por las rectas: x = ac + y/ve? — 1.

®Orbitas cerradas requieren una descripcién cudntica.
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4.4.1. Deflexion de un electréon por nicleo - trayectoria

21 T Figura 8: Movimiento de una carga en
un campo central Coulombiano, para

14 - :
: : a=1e=2= A0 =060° El centro de
>0 * ~ atraccion estd en el origen, el pardmetro

1 de impacto es b = /3.




4.4. Bremsstrahlung

4.4.1. Deflexion de un electréon por nicleo - parametro de impacto

» Conviene emplear como pardmetros la velocidad inicial, vy, y el pardmetro de
impacto, b, relacionados con la energia y el momento angular mediante,

1 28 L
E=m, L=mbyy = w=1\/—, b= ——= =ave?-1. 108
2 0 0 0 m \/m ( )

» La escala de tiempo de interaccidon es

Ze? b
7-:76 :E:7/V

mv3 v 21

» En el caso de deflexiones pequefias se puede emplear alternativamente 7 = b/v.

(109)



4.4.1.

4.4. Bremsstrahlung

Deflexiéon de un electrén por nucleo - limites

La aproximacidn cldsica (no-cudntica) es valida para,

h
L>h = b>—. (110)
mvy

Las asintotas de la hipérbola, dadas por x = ac + y/v/e2 — 1, dan deflexiones
pequeias si,

A ze? Ze?
tan (=2 ) =V 1= <1 = b» (111)
2 bmvg mvg

siendo Ay el angulo entre asintotas.

La cota de deflexiones pequefias implica un tratamiento clésico si
Ze? h v
> =5 2« Za, (112)
mvg, mvp Cc

con a = e?/hc ~ 1/137 la constante de estructura fina.
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4.4.2. Aproximacion para deflexiones pequenas

Figura 10: Trayectoria en una interaccién con deflexion pequeiia.



4.4. Bremsstrahlung

4.4.2. Aproximacion para deflexiones pequenas

» Consideramos una trayectoria rectilinea a velocidad constante, r(t) = X vt + y b.
» Parametrizamos el tiempo es términos de 7 = b/v.
» El espectro P(w) depende de la transformada del dipolar eléctrico d = —er.
- Esta se obtiene de transformar d = —e3,
27 —e [T jwt
—wid(w) = — a(t)e '“tdt. 115
@)= e | A (115)
» La aceleraciéon estd dada por,
. Ze? xXvt+yb . Ze? Xt/T+y
ma(t) = - —-F = —Ze? kvt yb) = a(t)=— (Xt/7+7)

r? [v2¢2 + b2]3/2 mb?

[(t/T)2 + 1] e

v

Se hace el cambio de variable s = vt/b,

- e Ze? T 254y _
d(W) = w2\/ﬂ <— mb2) T/;OO m exp{—leS} ds. (116)
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4.4.2. Deflexiones pequeias - movimiento y aceleracion

ax(t)
1.0 aylt)

0.8+

x=vt

0.6

0.4+

b "m
. 024
X

0.0+

—0.2 1

—0.4

-10.0 77"‘5 75I‘0 72“5 0.‘0 2:5 5.0 7.5 10.0
t(b/v)
Figura 11: Trayectoria y aceleracién en una interaccion con deflexién pequena. El tiempo

caracteristico de interaccién es 7 = b/v.
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4.4. Bremsstrahlung

Deflexiones pequenas - espectro por un electrén

» La interaccién dura un tiempo t ~ 7 = b/v, actuando en frecuencias wt < 1.

- Para wr > 1, la exponencial compleja oscila muy rapidamente, cancelando
términos sucesivos en la integracion. La integral tiende a un valor muy pequefio.

- Para wr < 1, se aproximamos la exponencial a uno, resultando en dy(w) — 0, y
la integral sobre la componente y igual a 2, de donde

—(e/w?V2r) (2Ze?/mbv) § para wr <1,

d(w) = { 0 para w7t > 1. (119)

» De aqui la energia radiada por unidad de frecuencia en la colisién de un electrén

con velocidad v, pardmetro de impacto b, con un nicleo de carga +Ze,

dé 4w 822€%/3rm?c3 v2b? para wr <1,

4
- = — 7\ 2 ==
dw(v, b) d(w)] { 0 para wr > 1,

5 (120)

> A primer orden, el espectro es independiente de w, excepto por el corte a wr > 1.



4.4. Bremsstrahlung

4.4.2. Deflexiones pequeias - espectro por un electrén

Espectro esquemadtico de la
06l | radiacién bremsstrahlung de
un electrén.

0.0 02 04 06 08 1o 12 14
w# (bfv)
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>

4.4. Bremsstrahlung

Deflexiones pequeias - en un plasma

La emisién por un plasma con densidad de iones n;, densidad de electrones ne,
considera el flujo de electrones de velocidad v incidiendo en un anillo de radio by
ancho db alrededor de cada niucleo:

d&(v) bmax /g 16 Z2eb bmax
A\Y) e SC (v, b)2 = =" penil , (121
dt dVdew " V/b w(v b)2mb db 3rmciy e min (121)

'min
donde el rango finito de b asegura la convergencia de la integral.
El limite superior viene dado por: w7 &~ 1 = bpmax =~ v/w.
Dos opciones a considerar para el limite inferior:
deflexiones pequeias, bgi)n = Zez/mv2;
el Iimite cudntico, b2} = h/mv.

Al considerar bf;,-)n > b2 suponemos v/c < Za ~ Z/137.

min



4.4. Bremsstrahlung

4.4.2. Aproximacion para deflexiones pequenas

» El resultado (121) puede escribirse de forma general definiendo el factor de Gaunt,

grr(v,w), tal que
dé(v) 167 Z2€b
dtdVdw 33 m2c3 —nen; g (v,w).

» Para deflexiones pequefias (v/c < aZ),

D) - (),

=—1n
gff(VaW) - - o

bmin

vélida para w < mv3/Ze? = v/bpmin.
- La condicién de que energia radiada sea mucho menor que £ equivale a,

(£) et ~ o> Z0((25)"

la cual se cumple para deflexiones pequenas y movimiento no relativista.

(122)

(123)

(124)
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4.4.3. Bremsstrahlung clasico - trayectoria hiperbdlica

3
a,
0.4 d
2 ay
0.2
1
0.0 ==
04 .
— =02
=
> -1 =
0.4 1
24
~0.6
34
—0.8
4
1.0
-5 T T T T T T T 3 5 iy 0 1 2 3
-4 -3 -2 -1 [ 1 2 3 4 ¢
X

Figura 13: lzquierda: trayectoria hiperbdlica de una carga en el campo de un niicleo. Siguiendo
la parametrizacién (125), se usé £ = 2 (— parametro de impacto b = v/3), ¥ € (-3, +3). Al
igual que para deflexiones pequefas, x(t) es impar mientras que y(t) es par. Derecha:
componentes de aceleracién: a, representa la contribucién dominante al proceso.



4.4.3.

4.4. Bremsstrahlung

Bremsstrahlung clasico - trayectoria hiperbdlica

Un tratamiento mds preciso se basa en el movimiento hiperbdlico descrito con

ecuaciones paramétricas’.

En coordenadas cartesianas,
x =ave?2—1sinhy, y=a(e—coshy), t=r(esinhyp—1). (125)
con a= Ze?/2E, 7 = Ze?/mv® = a/v, ¢ € (—o0, +0).
Se puede verificar v = a/7, b = ave? — 1.
El espectro se obtiene de (84), con el dipolo,
d(w) = mA(w)(qr/m — g2/ m2) ~ —ef(w).
En este problema, el célculo de r{w) es mas directo integrando velocidades,

() = [ (Y o Y e fir(o — esinn ) v

“The Classical Theory of Fields”, §70, Landau & Lifshitz.



4.4. Bremsstrahlung

4.4.3. Bremsstrahlung clasico - trayectoria hiperbdlica

> Las integrales quedan como

W

x(w) = 2 <2)1/2 H,M(lee), y(w) = i2 (g>1/2 H.(l)/(i(m's),

1wT

con H,(,l) la primera funcién de Hankel de orden p, y H,(,l)l su derivada,

1 [tee s
ngl)(IX) — ”T/ epz/)—lxsmhq/;dl/} )

» La distribucién espectral debida a una colisién es andloga a (120)

dE  2me?2? w2 2_q
== 7”;<| W(,me)|2+562|H,-M(img)|2>. (126)



4.4.3.

>

4.4. Bremsstrahlung

Bremsstrahlung clasico - trayectoria hiperbdlica

En un plasma con densidades de electrones e iones {ne, n;}, al integrar sobre
parametros de impacto, o de manera equivalente sobre a’c de = b db,

& 42720

dwdVdt 3m2c3v

Que corresponde con la expresién general (122) con un factor de Gaunt

~3

gr(v,w) = — wr|H

4 1wT

nen; wr | i, (iwt)| Hir (iwT) . (127)

(iwT)|Hiwr (iwT) . (128)

Presuntamente, para wr, wre < 1 se tiene Hp(iwte) — (2/im) In(2/ywTe),
2m(wr)2(|H' |2 + (1 — e72)|H|?) — 8/(e® — 1).
El comportamiento asintdtico es casi idéntico al correspondiente a deflexiones
pequefias (123),

gr(v,w) ~ (\/g/ﬂ') In (2mv?/yewZe®) para w< mv®/Ze*/mv, (129)

con ve = e¢ ~ 1.781073, y C ~ 0.57721566.. .. la constante de Euler.



4.4. Bremsstrahlung

4.4.4. Bremsstrahlung térmico - emisividad

» Las expresiones anteriores describen electrones mono-energéticos de velocidad v.
» Poblaciones de electrones se describen con distribuciones de velocidades, (V).

- Para electrones en equilibrio termodinamico, (V) d3v oc exp{—mv?/2kT} v2dyv,

41y

_de(T) dé(v) ~ 327ed 5 2T kT -
YT dtdVde / deaVay (v =35 nen; 3mkT © &t »
(130)

donde gg es el promedio del factor de Gaunt, 7, la emisividad (isotrdpica).

» Integrando sobre frecuencias se obtiene la potencia radiada por volumen,

T 21  [2wkT
djtgv) - ;’h:?iﬂ/ gm neniZ?gg = 1.426x10" % erg s L em 3 TY2n,n; 22 g ,
(131)

siendo gg el factor de Gaunt promediado sobre frecuencias. Rybicki-Lightman da
una discusién sobre el factor de Gaunt, generalmente de orden uno.




4.4. Bremsstrahlung

4.4.5. Absorcion libre-libre

» El bremsstrahlung (131) es un proceso eficiente de enfriamiento en regiones
ionizados, creciente con temperatura ( T'/2), densidad (nen;) y metalicidad (Z2).

» Siguiendo la ley de Kirchhoff, a todo proceso de emisién le corresponde uno de
absorcién, con coeficiente o, = 7,/B,(T), siendo 3, el coeficiente de emisién y
B,(T) la funcién de Planck. Para bremsstrahlung térmico tenemos,

4eb 27
L = .72 / -3 (1 _ fhu/kT> =
“ 3mhe " 3mkT ~ € &

= 3.7 %108 cmlnenm 22 T-1/2,73 (1 - e_h”/kT) gr.  (132)

» Util en modelos de estructura estelar es el coeficiente de absorcién medio de
Rosseland, dado por el promedio de a1 con B/OT cémo funcién de peso,
ar=17x10"2cm * T 722%n.n; gr, (133)

con gr el promedio correspondiente de la funcién de Gaunt.
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>

(1)

4.4. Bremsstrahlung

Bremsstrahlung relativista

Son comunes las situaciones que involucran electrones relativistas. Dos
consideraciones importantes son:
un tratamiento relativista no cudntico supone deflexiones pequefias,

v 1) h @) Ze?

E>Za = bmin:m>bmin:m’
con o = e?/hc ~ 1/137 la constante de estructura fina y Za < 0.001 — 0.02
para nucleos mas ligeros que el hierro.
El patrén dipolar clasico se altera por el movimiento relativista (beaming).
En el caso relativista cuantico, el espectro puede estar dominado por unos cuantos
fotones de alta energia propagados en la direccién original del electrén.
Un tratamiento conveniente es considerar el marco de referencia del electrdn,
aprovechando en el regreso al marco del observador que la potencia radiada es
invariante (ecuacién 74), al ser P = d&/dt cociente de dos componentes
temporales, que se transforman de misma forma.
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>

4.4. Bremsstrahlung

Bremsstrahlung relativista

En el marco propio, el electrén percibe el campo del niicleo en movimiento, dado
por los potenciales (57), el cual le proporciona una aceleracién,

-

a(t) =

El desarrollo es andlogo al no relativista, obteniéndose,
d&’ 82%¢% 1 1%
d\ D% srmap,s P W<
con d&’/dw’ — 0 para w’ > v /b.
Coincide con (120), con un factor  en el corte.
Se integra sobre parametros de impacto para un sélo electrén, considerando un
flujo de nicleos aumentado por « en la direcciéon de movimiento, de forma que,

de’ bmax 1 g’ 16 n; Z%€®~y . [ bmax
dt’dw/(v) = "}/n,'V/l; <du]’> 2mwbdb = 3[777265; In (bmin> . (135)

describe el espectro de energia radiado por el electrén en su marco propio.

£ B 2762 (Ryvt' + yvb)
m  m [’y2v2t’2—|—b2]3/2'

(134)

'min



4.4.6.

4.4. Bremsstrahlung

Bremsstrahlung relativista

Bajo la restriccién del tratamiento no cuantico, bpmj, = h/mv — h/mc, sin factor
v, al ser b transversal al movimiento.

En dtomos neutros, bmax ~ 1.4a9Z /3 por el apantallamiento del niicleo por las
cargas electrénicas, con ag = h/me2 el radio de Bohr.

Dado ag/(h/mc) = €?/hc = a, se obtiene en (135), para v — c,

& 16 n; Z%€
dtdw  3m2ct

In(192 Z71/3) (136)

con el v eliminado al regresar al marco del observador.
La pérdida de energia se obtiene integrando sobre frecuencias, w =0 — £/h,

dé  1627%°¢

E = W |n(192 Z_1/3) n;.



4.4. Bremsstrahlung

4.4.6. Bremsstrahlung relativista
» El resultado es una pérdida exponencial de energia del electrdn,

d& &

2 137
X X’ (137)
al atravesar un medio con escala caracteristica de densidad de columna,
716 24
Xo = gom (138)

Z(Z+1.3){In(183Z-1/3) + 1/8} ’

donde A es la masa atémica del medio. Ec (138) incorpora el célculo original de
Bethe y Heitler.

> Un electrdn relativista en el aire emite fotones de alta energia al atravesar una
densidad de columna ~ Xg = 36.5gcm ™2, mucho menor que el grosor de la

atmésfera (1032 gcm~2).



4.5. Sincrotrén

4.5. Radiacion sincrotron

4.5.1.
4.5.2.
4.5.3.
4.5.4.

Carga en un campo magnético uniforme.
Radiacién sincrotrén por un electrén.
Radiacién sincrotrén por una poblacidn de electrones.

Funcién fuente y auto-absorcién.



4.5. Sincrotrén
4.5. Radiacion sincrotron

» La radiacién sincrotrén proviene principalmente de electrones de alta energia en
campos magnéticos.

» Por su polarizacién, es indicativa de campos magnéticos.
> Se da en el medio interestelar, remanentes de supernova y galaxias activas.

» Al tratar poblaciones de electrones relativistas requiere ir mas alld de la
aproximacién dipolar.



4.5. Sincrotrén

4.5.1. Carga en un campo magnético uniforme - movimiento

» El comportamiento de un electrén (g = —e) en un campo magnético se describe
con la ecuacién de movimiento bajo la fuerza de Lorentz (53),
d 2 = d vV - V=
dome®) _ _eg.y 0mM) __(FLV L B) . (139)
dt dt c

» En un campo puramente magnético (E = 0), la energia se conserva y la ecuacién
de movimiento se reduce a

dv vV =S dv
—=—e|(—xB = — =W v 140
ym-—_ e(cx > g 9B XV, (140)
con &g = eB/ymc, la frecuencia de sincrotrén (&g = eBc/E).

» La frecuencia de sincrotrén se expresa también como wg = wy/~, siendo
wy = eB/mc la frecuencia de Larmor, caracteristica del campo magnético.



4.5. Sincrotrén

4.5.1. Carga en un campo magnético uniforme - movimiento

Tomando B = B2 obtenemos,

v

V(t) = vsina {x cos(wpt + ¢o) + ¥ sin(wpt + ¢o)} + Z vcosa,
= (141)
r(t) = re {&sin(wpt + ¢o) — ¥ cos(wpt + ¢o)} + Zvcosat+ rp.

donde a es el angulo® entre Vy B, {v, ¢g, i} son las condiciones iniciales .

El movimiento es una superposicién de rectilineo uniforme a lo largo de la linea de
campo magnético, y circular uniforme en el plano perpendicular a B.

La componente de movimiento circular se escala con el radio de Larmor,
rp=vsina/wg =pic/eB, (142)

con la rigidez magnética del electrén definida como p; c/e.

8 “pitch angle” en inglés.
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4.2. Campos 4.3. Sistemas 4.4. Bremsstrahlung
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4.5. Sincrotrén 4.6. Compton 4.7. Altas energias

4.5.1. Carga en un campo magnético uniforme - potencia radiada

» La potencia radiada estd dada por
la ec. (74), con a =0,
2¢e? 2¢e?

_ _ 42
P(t) = @aua" =337
con
a, = |dg x V| =eBsinav/ymc.
» Escribiendo B| = Bsina, se
tiene,

B 2e4Bi

P(t) - 3m2c3 72/82 . (143)



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacién sincrotrén por un electrén - potencia radiada

» Al promediar sobre dngulo sélido, suponiendo una poblacién isotrépica de
electrones en relacién al campo magnético,

(sin® a?) = 2/3,
la potencia promedio queda como,

2¢e* 2 4
P(t) = 3Im2c3 (B1)¥*8° = grezc (B}) (v —1) = §UTUBC(72 —1), (144)
con re = €2/mc? el radio clasico del electrén®, o1 = (87/3)r2 la seccién eficaz de
Thompson, ug = B?/87 la densidad de energia del campo magnético.

> La expresién (144) es andloga a la pérdida de energia de un electrén en un campo
de radiacién con densidad de energia u,,4 (190, efecto Compton).

O ~2.8178 x 1073 cm, o7 ~ 6,652 x 1072° cm?.



4.5.2.

4.5. Sincrotrén

Radiacion sincrotréon por un electron - tiempo de vida

La emisién sincrotrén es un mecanismo eficiente de pérdida de energia.

De (143), la escala de tiempo de pérdida de energia por radiacién sincrotrén es

1dy -1 3 /m3c® 1
=(—— — — | 5= -, ara y> 1. 145
(@) —2G&) () om0
Por ejemplo, para electrones de 1 TeV en el campo magnético Galactico (3 uG), el
tiempo de pérdida de energia es 7 ~ 0.9 x 10° afios, mucho menor que el tiempo
de difusién en la Galaxia, el cual depende de r;.
Ndcleos atémicos de alta energia tienen una masa mucho mayor, por lo que el

tiempo de pérdida de energia (7 o m®/B?) es suficientemente grande como para
permitir su difusién por la Galaxia.



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacidn sincrotrén por un electrén

Figura 17: Linea de visién para el

v tratamiento de la radiacién

% sincrotrén, £ = Xsinf + 2cosd,

. con 6 = a +¢, siendo « la
inclinacién de la velocidad de la

particula en relacién a la linea de

campo magnético, y € ~ 1/~.

v

5

V=vsina(Xcoswpte + ysinwgte) + 2 v cos
d=wpZx V=wgvsina(—Xsinwpte + y coswpte).



4.5.2.

4.5. Sincrotrén

Radiacidn sincrotrén por un electrén - potencia y patrén

La distribucién temporal de la emisién sincrotrén por un electrén en un campo
magnético, a lo largo del eje 2, estd dada por (76).

Se considera el movimiento descrito por (141) y un observador con linea de visién,
7= Xsinf + Zcos¥.

En el caso no relativista, 5 < 1, se tiene una emision dipolar arménica,

dP e2a2 e2a?

70~ 1 (1-(7-8)?2) = 1 (1 —sin?@sin’ wpte)

con un término de fase, to =t — r/c, a primer orden.

La expresion general es

dP e?a® [ (1 — Bsinasinfcoswgte — B cosacosh)? — sin?Osin® wpte/v?
dQ  4nc3 (1 — Bsinasinfcoswpgte — [ cosa cos §)° '



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacién sincrotrén por un electrén - forma temporal

> La emisidon es maxima para una linea de visién que coincide momentaneamente
con la velocidad, 6 = «,

dP e?a® [ (1 — Bsin?acoswpte — fcos? a)? — sin® asin? wpte />
dQ  4ncd (1—6+Bsin2a(1—cosw5te))6

» En el caso altamente relativista, alrededor de la fase de mdxima emisién, y con la
transformacién del tiempo retardado,

B~1—-1/292 coswgte ™1 —wht?/2, te~29°t,

se obtiene

dP €232 g(1— (sinaywpte)?)?  e2a g (1 — (2sina~3wgt)?)?

dQ "~ 4rc3 ) (14 (sinaywpte)?)®  4mc3 7 (1 + (2sinay3wpt)?)s’
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4.5.2. Radiacidn sincrotrén por un electrén

Figura 18: llustracién del proceso sincrotrén. La emisién se confina a un haz de ancho 1/~ barriendo la linea
de visién con frecuencia wg en tiempo retardado, y we ~ y2wp para el observador.



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacién sincrotrén por un electrén - forma temporal

wgte
400 a o 1 Figura 20: Pulso de la emisién sincrotrén
F 1 visto en funcién del tiempo retardado, t.,
300 — 7y por el observador, t. En este ejemplo se
200 E ] tomé 8 =0.8= vy ~167. Elpulso en ¢t
- 7 tiene duracién At. o 1/, mientras que
100 [ 1 en t tiene duracién At. oc 1/~3. Para
= - i1 valores grandes de 7, los pulsos aparecen
S O Emeee e e o xtremadamente angostos,
© 400 | -
300 1 La emisién se da en pulsos de ancho
1 At =~ 2r/y3wpsina, repetidos con
<00 7 periodo T = 27/wg. El espectro va
100 [ 1 formalmente, en frecuencias discretas
ng TN T wp, = nwg, desde wg hasta Y3wg sin

|
0 05 1 15 2 con n=1—~3
Wyt



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacidn sincrotrén - distribucién angular y espectral
» La estimacién del espectro requiere la expresién (79),
dP(w) _ dE _ w?| [T 2\ aiw(t—77a(t) /<)
= = Fx (Fx e dt
dQ  dwdQ  4nZc /Oo P (Fxp)e
La linea de visién es F = Xsinf + 2 cos 0, con § = /2 para el plano xy (figura 17).
> El vector

2

-,

P x (Fxp)=—é& PBsinasinwgt + & [ (cosasinf — sina cosh coswpt),

define dos componentes de polarizacién, A;, Ay, en direcciones perpendiculares
(por definicién) a la linea de visién 7,

é =1y, & =F X é = Xcosfh — Zsinb.

» Lo que permite escribir la expresién (79) como,
& e’w? 32
dwdQ  4n2c

(1410, ) + 142(0, ) (148)



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacidn sincrotrén - distribucién angular y espectral
» Paraa=7/2,0 = a+ Af, y el limite {Af,wpt} < 1 <K ~, se considera
sinf ~1—A0%/2, f~1-1/29° sinx/x~1—x?/3l,
de forma que el término en la exponencial de (79) queda como,
iw(t—F-7a(t)/c) =t (1 — Bsindsin(wgt)/wpt) ~ i (1/27* + 62/2 + w}t?/6),
» De donde,

Ai(f,w) = /%0 sinwgt - exp {iwt (1 — Bsinf sin(wgt)/wgt)} dt

—00

+o00 it 1 2t2
/ wBt‘exp{lz <72+A92+w“§>}dt,

+oo
A0, w) = cos@/ coswgt - exp {iwt (1 — Bsin b sin(wpt)/wpt)} dt

— 00

+oo it 1 2 t2
Ae/ exp{w<2+A«92+wB>}dt.
oo 2 \v 3

&Q

Q



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacidn sincrotrén - distribucién angular y espectral
» Cambiando variables g = ywgt /(1 + v2A0%)Y2, x = (w/3v3ws)(1 + v2A6?)3/2,

1+~20602 [F° 3 1+~2A0% 1
R L {,2X(q + q3/3)} dg ~ = ————= Kyya(x),

v2wpg Y2we V3
2 A P2 2 A p2)1/2
0~ U0 (5 (04 o a2 0
con K, la funcién mod|f|cada de Bessel de orden r.
» Definiendo la frecuencia de corte,
3
we = §v3ws : (149)

la distribucidn espectral y angular de la emisién queda como,

d& 3¢, L[ w)? o2 [ o 2R
= 2 (144207 |k K 150
dodQ ~ Ton2c) " <w) (149%0%)" | Kaya(x) + 13z Kija(¥)| » (150)

con x = (w/2wc)(1 4 ~262)3/2.




4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacidn sincrotrén - distribucién angular y espectral
» Integrando sobre frecuencias se obtiene la distribucién angular de la emisién,
dé 7 ¢€° > 5 292
de_rtec 1+2 (22 ). (151)
dQ 16 wp (1+ 7292)5/2 7 \1+~262

La emisién consiste en un pulso de ancho Af ~ 1/~ amplificado por 7° (fig. 21).
» Al integrar sobre dngulo sélido se obtiene el espectro emitido en funcién de w/w,

d€  V3e®Bsina w _ o°
» El espectro se separa en componentes perpendicular y paralela, P = P, + PH,
donde
Pi(w) | _ V3eBsina [ F(w/we)+ G (w/we) (153)
Piw) | = drmez | Flwfwe) - Glwfwe) |

F(x), G(x) = x K/3(x) son las funciones de emisién sincrotrén (Westfold 1959).



4.5.2. Radiacion

0.4 -

et e
o w
L B e

(1/7°)(wp/e*c)(dE/d2)

<
—_
]

-2

0
>0
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Flw/w), Glo/w,)
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4.5. Sincrotrén

sincrotron por un electron
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o

2 4 6 8 10
w/w,

Figura 21: Izquierda: distribucién angular de la emisién sincrotrén, limitada a un cono de
apertura Af ~ 1/~. Derecha: la distribucién espectral esta dada por las funciones F(w/wc)
-linea sélida- y G(w/w,) -linea punteada- con la frecuencia de corte w. = (3/2)v?(EBL/mc).



4.5. Sincrotrén

4.5.2. Radiacion sincrotrdn - funcién sincrotrén
» La funcidn

Flx) = x / " Kejsly) dy

mostrada en la figura (21), tiene comportamientos asintéticos,
47 (X

F(x) = m 5
F(x) = (77/2)1/2 e *x1/2 para x> 1.
> El grado de polarizacién de la radiacién es
N(w) = PLw) = Pjw) _ Gw/we)
Pi(w)+ Pj(w)  F(w/we)

1/3
) para x <1,

(157)

» El caso general considera la inclinacién con el campo magnético, resultando en

we = 373wgsina/2.

(Rybicki §6; Jackson §14)



4.5. Sincrotrén

4.5.3. Radiacidn sincrotrén de una poblacién de electrones

» El espectro de un electrén, Pe(w), se emplea para determinar la emisién total de
una region. Las poblaciones de electrones son frecuentemente no térmicas y se
describen con leyes de potencias en energias, o de valores de ~,

N(E)dE x ETP = N(y)dy=C~y Pdy, (158)

con p tipicamente en el rango (2,3).
» El espectro estd dado por:

Y2 X2
Pw)=C [ Pelw)yPdy w_(”‘l)/2/ F(x) xP=3)/2 dx | (159)

7 X1

donde x = w/y?wy.
» Para un rango espectral amplio, v1 < 79,

P(w) x w™® =w (P~1/2, (160)



4.5. Sincrotrén

4.5.3. Radiacidn sincrotrén de una poblacién de electrones

» En el limite x; — 0,x; — oo la integracién de (152) da,

oy (o 8) (8 () (2) " o

recordando wy; = eBsina/mc.
» El indice espectral s de la radiacién se relaciona con el de la distribucién de
electrones, p a través de s = (p — 1)/2.

» La polarizacién resultante es,

p+1
ot (162)




4.5. Sincrotrén

4.5.4. Funcion fuente y auto-absorcion

> A un proceso de emisidn le corresponde el proceso reciproco de absorcidn.

» En equilibrio termodindmico, coeficientes de absorcién y emision se relacionan
mediante la ley de Kirchhoff, j, = «, B,(T), con B, la funcién de Planck.

» Sincrotrén no ocurre normalmente en equilibrio. La relacién entre emisién y
absorcién es mediante la funcién fuente, S, = j,/a,.

» La definicién estadistica de la funcién fuente para transiciones entre estados 1 — 2
con poblaciones ny = n(Ey), no = n(Ey), pesos estadisticos g1 = g(E1), & = (E2),
2h3/c?

nga/mgr —1’

> Para electrones relativistas descritos por una ley de potencias n(E) < E~P se tiene
g(E) o< E2, de donde,

. _ 23 /2 23/ c? 23/ c?
VT (EB/E) PP -1 (E+m)/Ep2—1" (p—2)(hv/E)’
donde hv < E, siendo E la energia de un electrén que emite a una frecuencia v.

S, = (163)




4.5.4.

4.5. Sincrotrén

Funcion fuente y auto-absorcion

Dado que la mayor parte de la emisién ocurre cerca de la frecuencia de corte,

2Y ~ we = 27200@ = % (E/mcz)2 (eB/mc) = E~mc?(v/v)Y?

con wy = 2wy = eB/mc la frecuencia de Larmor.
La funcién fuente queda dada por,

5/2
S, ~ LN TL B~1/2, (164)

— 12
vy*(p/2 - 1)
Dado j, x v~ (P=1)/2 o] coeficiente de absorcién es «, = j,/S, x v (p+4)/2
La absorcién predomina a frecuencias bajas. Se puede definir cierta v, tal que,
si v < v, el medio es épticamente grueso: I, — S, v5/2;
si v > v, el medio es épticamente delgado: f, — j, o< v~ (P71)/2;

en general: [, &S, (1 —e™ ™).



4.5.4.

4.5. Sincrotrén

Funcion fuente y auto-absorcion

El valor v, contiene informacién

sobre la regién emisora. G
El flujo de una esfera dpticamente i /—\
gruesa de radio R esta dado por 10-1 1

F, =S, m0?, Lo

Fy o v372

con § = R/r el tamafio angular. 107 4
Mediciones interferométricas,
muchas veces en radio, permiten i
medir 6, asi como v, y F. 105 ]
Empleando (164) se puede 10-2 102 100 102 102 10°

deducir el campo magnético.



4.6. Compton

4.6. Efecto Compton

4.6.1. Dispersiéon de Thomson.

4.6.2. Efecto Compton - electrén en reposo

4.6.3. El efecto Compton - caso general, centro de momento.
4.6.4. Efecto Compton inverso.

4.6.5. Campos de radiacion.



4.6.1.

4.6. Compton

Dispersion de Thomson

La dispersion de Thomson, o dispersion electrdnica, se refiere a la dispersion de
una onda plana electromagnética por un electrén libre.

La dispersién de Thomson describe el caso no relativista (v < ¢), despreciando la
accién del campo magnético, de orden ~ v/c.

La onda afecta el movimiento del electrén de acuerdo a la fuerza de Lorentz,
. I .
F=—-e|E+—-xB|~—eE.
c
Para una onda monocromdtica, el movimiento del electrén, re(t), estd descrito por
mr, ~ —e £E e/(kF=wt), (165)

para k = kZ, con € L k el vector de polarizacién del campo eléctrico.

Si se restringe el movimiento al plano xy, el término e’ representa una fase.



4.6. Compton

4.6.1. Dispersion de Thomson

> La potencia y el patrén de emisién se estiman bajo la aproximacién dipolar

dP(t) _ [P x (Px d)? _ |dP { .
_ _ 1_(f.¢ } 16
dQ 47c3 4rc3 (F-&7y (166)
con d = —er. el momento dipolar del electrén = d=—¢ efe.

» La potencia media por unidad de dngulo sélido queda como

(202 () a-ped) oo

» Podemos cuantificar el efecto de dispersiéon mediante la comparacién entre el flujo
de energia de la onda plana incidente y la emisién dipolar resultante, a través de
la seccion eficaz, do/dS2, en su forma diferencial:

2 2

a0 =% 49 90 =2 \me2



4.6.1.

4.6. Compton

Dispersion de Thomson

Para un observador 7 = 2 cosf + Xsin 6, polarizacién lineal £ = X cos ¢ + y sin ¢,
se obtiene un patrén dipolar, o sin? ¢ + cos? ¢ cos? 6.
Una onda con polarizacién circular, & = (X4 iy)/v/2, resulta en un patrén dipolar,

do 1(e2

2
=5 ) (1 + cos® ). (169)

mc?

Radiacién no polarizada tiene un patrén dipolar, al integrar el caso lineal sobre ¢.

» La integracion sobre dngulo sélido resulta en la seccién eficaz de Thomson,

8w [ e \° 8r 5
1= (m2) =57 4o

con re = e2/mc2 —2.8178 x 10713 cm, el radio clasico del electrén.
La luz dispersada tiene la misma frecuencia que la incidente.
La descripcién del efecto Compton introduce un cambio en frecuencia.



4.6.2.

4.6. Compton

Efecto Compton - electréon en reposo; dispersion electrénica
El efecto Compton describe la dispersion de un electrén y un fotén, ye — ~e,
como una colisién elastica = intercambio de energia y momento,

Pe(i) + Py(i) = Pe(f) + Py (f) - (171)

La dispersién electrénica ( “electron scattering”) corresponde al caso de energia
inicial del electrén despreciable.
Para un electrén inicialmente en reposo,

(5 ) = Cage ) = (ome )+ Canenre )

se obtiene la férmula de Compton, relacionando energias inicial y final del fotén,

hw
hwy = 0 (172)

1+ (hwo/mc?) (1 — ko - 121) .




4.6. Compton

4.6.2. Efecto Compton - electrén en reposo: dispersidn electrénica

» Expresado en términos de la longitud de onda,
A1 = Ao + Ac(1l — cosf). (173)

El angulo de dispersién estd dado por cosf = ko - ki, siendo e = h/mc la
longitud de onda de Compton®.
> w1 <wp = el fotdén cede energia al electrén, inicialmente en reposo.

> La dispersidn electrénica es particularmente importante en interiores estelares y
plasmas calientes densos en general.

0N, =0.02426 A.



4.6. Compton

4.6.2. Efecto Compton - seccién eficaz diferencial

» El resultado de la interaccién (172) depende del dngulo 6, dado de manera
probabilistica por la seccién eficaz de Klein-Nishina,

do r2 [ wi 2 wo w1

—(wo,0) =2 (=) |=+ = —sin%0 174

dQ(WO7 ) 2 <w0> [wl + wo > ] ’ (174)
con w1 /wp dado por (172).

» Para wiy/wp = 1 se recobra la seccién eficaz de Thomson, o< (1 + cos? 6).

» Al substituir (172) en (174), se puede expresar do/d2 en funcién de cosf y

x = hwo/mc?,
do 12 1 N 1 B sin® ¢
dQ 2 |14+ x(1—cosf) (L+x(1—cosh))3 (L+x(1—cosb))?]"

(175)

» El comportamiento de do/dQ2(0) se ilustra en la figura 22. Al aumentar wy, se
pasa de un comportamiento dipolar a dispersiones con 6 pequeiias.



4.6. Compton

4.6.2. Efecto Compton - seccién eficaz total

> La expresién (175) es integrable analiticamente, resultando en la seccién eficaz
total, en términos de x = hwgy/mc?,

3 1+ x [2x(1+ x) 1 1+ 3x
= - —In(14+2 —In(14+2x) — ———| .
? 40T[ X3 { 112 M+ X)}+2x "(1+29) = G0y
(176)
» En el régimen no relativista, x < 1,
26
0%07(1—2x—|—5x2+...>. (177)

» En el regimen altamente relativista, x > 1, la seccién eficaz decrece con la
energia,

3 /1
oROT o (2 +1In 2X> . (178)



4.1. Relatividad 4.2. Campos

4.6.2. Efecto Compton - seccién eficaz

3

Sistemas

4.4. Bremsstrahlung

Seccién diferencial de Compton (marco del electrén)
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4.5. Sincrotrén

4.6. Compton

4.7. Altas energias

hw/mc?

10

Figura 22: Izquierda: seccién diferencial de Klein-Nishina para electrones en reposo (marco de
referencia del electrén). El fotén original va de izquierda a derecha (kg = 2 = 0 = 0). Los
valores de x = fiwp/mc? estan indicados. El maximo de do/dQ corresponde a 2r2. Derecha:

seccién eficaz total.



4.6.3.

4.6. Compton

Efecto Compton - caso general

Los electrones son ubicuos en entornos astrofisicos y sus interacciones con fotones
son frecuentes.

La interaccidn electrén - fotén se describe con la conservacion de energia y
momento,

po— ( Twolctaome N o (0 hwr/etmme > (179)
0 hwoko/c + ~voBomc ! fuwiki/c +y1pime )’

con los sub-indices 0,1 antes y después de la interaccién, respectivamente.
La interaccién tiene invariante:

pap® = —m?c? — 2yhwm (1 —k- 5) . (180)

Simplificamos la notacién®! con w — hw, ¥ — ymc?, para re-escribir (179),
0 Y

wo + Y0 > < w1 + 71 )
— 181
< woko + 7000 wiki + 71 (181)

Yequivalente a h/mc? = 1.



4.6.3.

4.6. Compton

Efecto Compton - caso general

Al eliminar 1, 7151, obtenemos la expresidén general para la interaccién Compton,
Yowo (1 —fo- ko)
Y0 (1—50'/21) + wo (1— /20'/?1)

w1 =

(182)

Casos particulares:

un electrdn en reposo: Sy = 0, 79 = 1, recuperamos la expresién (172).

/?1 = l?o entonces wi; = wyg, Yy no hay dispersion.

electrones no relativistas, como en la dispersién del fondo de microondas (CMB)

por electrones en equilibrio térmico a muy alta temperatura en cimulos de
galaxias, en el denominado efecto Sunyaev-Zeldovich.



4.6. Compton

4.6.3. Efecto Compton - centro de momento

» La interacciéon Compton se describe frecuentemente en el centro de momento. La
transformacion al CM es,

> o woﬁo + 7050 wo + Y0
Be=pe/E== . T = T (8
0+ V14 2v00(1 — o - o)
» Por construccién, al transformar obtenemos,
pa/ _ W6 + 76 _ wi + ’Yi ’ (184)
0 0
con /= pap™ = wh + v = \/1 + 2y0wo(1 — ko - fo) = ) + .
» Momento total nulo y conservacién de energia implican,
7'5’—%@0’/2'20 = 4 =V1+w? = w=uwy 71 =% (185)

» La interaccién no modifica las energias del fotdn y electrén en el centro de
momento, siempre relacionadas mediante (185).



4.6. Compton

4.6.3. Efecto Compton - centro de momento
» La interaccién en el CM corresponde a una rotacién del vector de propagacion,
kb — ki,

descrita por la seccién eficaz diferencial de Klein-Nishina, ahora referida al CM
(dQ — d').

» w < 1= dipolar; w>> 1= do/dQ aumenta hacia cosf = —1 & k| = — k.

> La seccidn eficaz total es invariante y dada por (176), notando que,
—parp® =1+ 2yowo(1 — ko - Fo) = 2x + 1,

donde x = ’you.)o(]. — /20 : EO)
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4.6.3. Efecto Compton - centro de momento

Figura 23: Seccién diferencial de
Klein-Nishina en el centro de momento.
Los contornos, de externo a interno, son
para w = 0.0,0.1,0.3,1.0,3.0,10.0. EI
contorno mas interno muestra la
tendencia al “rebote”cosf = —1 en altas
energias, asi como la disminucién de o. El
contorno mas externo corresponde a la
dispersiéon de Thomson.
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4.6. Compton

4.6.4. Efecto Compton inverso
» El efecto Compton inverso describe la transferencia de energia de electrones
altamente relativistas a fotones de menor energia, 7o > max(1,wp).

> Para vy > wy, el fotén dispersado se propaga en direccion muy cercana a la
original del electrén. Al aproximar ki ~ [y en (182), se obtiene,

Yowo (1 —Bo - k0> N 278&;0 (1 — Bocosbp)

~ . 188
Y0 (1 = Bo) + wo (1—/2030) 1+ 290w (1 — cos i) (e

w1 =

Se distinguen dos casos:

1. yowo (1 — cosfp) < 1 = wy ~ 273wo (1 — Bo cosbp); el fotén adquiere una
energia del orden 2+2wg, acotada a wy < 4v%wy.

2. yowo (1 —cosby) > 1 = w1 =~ ~o: el fotdn adquiere practicamente toda la
energia del electrén. En este régimen la seccidn eficaz disminuye y se da la
supresion de Klein-Nishina.



4.6. Compton

4.6.4. Efecto Compton inverso

> La expresion (188) describe el espectro de fotones obtenido de la colisién entre
electrones y fotones mono-energéticos, al considerar cosfy € {—1,+1}.

» El efecto Compton inverso es el proceso electromagnético que produce los fotones
de mas alta energia (2 100 TeV).

» La produccién de rayos gamma de energia alin mayor puede ocurrir en colisiones
entre hadrones.



4.6.5.

4.6. Compton

Efecto Compton - campos de radiacion

La transferencia de energia a fotones de un campo de radiacién resulta en un
proceso de pérdida de energia para electrones relativistas.
En cada interaccidn el electrén pierde la misma energia que gané el fotén*,
A(ymc?®) ~ —hv {+*(1 — Bcosf) — 1}, (189)
conforme con (188) para yw < 1, con la notacién v — ymc?, w — hv.
El electrén ve un flujo de fotones ny,c (1 — 5 cosf), resultando en,
dE
dt

dcos@
2 M

1
= /+ hv {72(1 — Bcosf) — 1} o7 nyc (1 — Beosb) dv
-1

4
= go'T UradC (72 - 1)7 (190)

con upg = (hv) la densidad de energia del campo de radiacién. Esta expresién es
andloga a la pérdida de energia por radiacion sincrotrén (144).

Poblaciones de electrones relativistas pierden energia tanto por sincrotrén como
por Compton, de acuerdo a la densidad de energia de cada campo.



4.6. Compton

4.6.5. Efecto Compton - campos de radiacién

» La interaccién con un campo de radiacién puede ser con electrones relativistas o
térmicos.

» La combinacién de emisién sincrotréon con Compton inverso da lugar a los
escenarios SSC (Self Synchrotron Compton).



4.7. Procesos fotdn - electrén a altas energias
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4.7.4.
4.7.5.

Interacciones, canales, diagramas.

El canal de Compton.

Produccién de pares.

Aniquilacién electrén-positrén; positronio.

Interacciones de un vértice.

4.7. Altas energias



4.7. Altas energias

4.7.1. Interacciones, canales, diagramas - interacciones

» La descripcién de interacciones entre pares de particulas, como el efecto
Compton, se basa en la conservacién de energia y momento, que para,

1+2—53+4, (191)

podemos escribir como
G1+q+q3+qs=0, (192)
donde g, representa = el cuadrivector de energia-momento de la j-ésima particula.
» (192) puede describir (191) o, intercambiando signos,

(D:14+2—=3+4, (I):1+3—-2+4, (I):1+4—-3+2, (193)

donde 7 representa la anti-particula de 3.

» En una descripcién mas general, las interacciones (193), y sus inversas,
representan los canales de un mismo proceso genérico.



4.7. Altas energias

4.7.1. Interacciones, canales, diagramas - interacciones

> Asi, los tres canales de interaccidn entre dos electrones y dos fotones son:

I y+e —y+e = efecto Compton,
(I) y+~v—e"+e = produccién de pares, (194)
(Il1) et +e  — v+~ = aniquilacion de pares.

» La interaccidon entre electrones tiene los canales,

+ot +ot

+ e, etet s efel.

e e —ee, ee = et

> La interaccién entre electrones y muones,

e u” —epu, eter sputuT, ptpum —ete.
» La descripcion fisica de estos procesos emplea diagramas de Feynman, construidos
conectando secuencialmente la interaccién de base, de acuerdo a algunas reglas.



4.7. Altas energias

4.7.1. Interacciones, canales, diagramas - diagrama base

Figura 24: Proceso electrodinamico basico: la absorcién de un
fotén (linea ondulada) por un electrén (flecha). Al rotar el
diagrama se describe la creacién de un par ete™ por un fotén,

S con la convencién de que una flecha en reversa representa una
§< anti-particula; o la aniquilacién de un par e"e™ en un fotdn.
Los diagramas base no conservan simultdneamente energia y
tiempo momento.

> La interaccién mostrada en el diagrama bdsico representa la emisién o absorcién
de un fotén (linea ondulada) por un electrén (flecha de izquierda a derecha).

» El diagrama base no representa una interaccién real, al no conservar energia y
momento simultdaneamente.

- Para un electrén con velocidad ,gc se deberia cumplir

~

—Pap” = (v +w)? = (v + wk)® = v+ 29w(1 - - k) =1,

lo cual solo es posible si v =1,w =0 = no hay emisién.



4.7.1.

4.7. Altas energias

Interacciones, canales, diagramas - diagramas de Feynman

El diagrama (24) es la base de la representacién de las interacciones al combinarse
en distintas configuraciones.

Adn cuando los vértices no cumplan la conservacidn de energia y momento, las
combinaciones de diagramas si lo hacen.

La figura (25) muestra los diagramas correspondientes a las interacciones entre
electrons y fotones. Las particulas involucradas en la interaccién se encuentran en
los extremos; las particulas entre vértices son ‘“virtuales”.

Los diagramas de Feynman se emplean en el calculo de secciones eficaces,
relacionando las correspondientes a los distintos canales de una interaccién
genérica. Sus valores son tipicamente del mismo orden (~ r2) y su calculo se hace
de manera andloga de acuerdo al formalismo de la electrodindmica cuantica.

(Griffiths; Berestetskii)



4.7.2. El canal de Compton

4.7. Altas energias

Figura 25: El canal de Compton incluye el efecto
Compton (ye — ~ye), la produccién de pares
electrén-positrén (yy — ee) y su aniquilacién

(ee = 7). A la izquierda dos diagramas
representan la dispersién Compton; en el centro la
produccién de un par por dos fotones; y a la
derecha la aniquilacién una particula con su
anti-particula para producir dos fotones.



4.7. Altas energias

4.7.3. Produccidn de pares - cinematica

» La produccién de un par electrén-positrén por dos fotones, vy — ete™,
corresponde al diagrama central mostrado en la figura (25).
» Empleando unidades con & = mc? = 1, la conservacién energia-momento es

< OﬂiO‘f‘WlA ):< Zo+’71ﬁ)
woko + w1 ki Yobo+7161 )’

con invariante

—pap® = 2wowi(1 — ko - k1) = 2+ 290m(1 - Bo - B1). (195)

» La relacién (195) da lugar a la condicién umbral wowi > 1, o,
hwo hwy > (mc?)® ~ 0.25 x 1012 eV2. (196)
» El proceso se pude describir en el centro de momento, con el invariante dado por,
—pap® = —4w? = —4~2, (197)

donde los fotones y electrones de energia w = -y se propagan direcciones opuestas.



4.7. Altas energias

4.7.3. Produccion de pares - seccion eficaz

0.7 4
6=m/2
0.6 4

0.5 4

0.4 4
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Figura 26: Seccién eficaz diferencial (izquierda) y total (derecha) para la produccidn de pares
~vv — eTe™, referenciada al CM. La seccién eficaz diferencial mantiene comportamiento
bipolar, elongdndose a medida que w aumenta. La seccién eficaz total se muestra aqui en
funcién de 3, la velocidad del par en el CM.



4.7. Altas energias

4.7.4. Aniquilacion electrén-positrén - proceso, seccién eficaz
» La aniquilacién de pares, ete™ — v, tiene misma relacién de invariancia que la
produccidn de pares (195). Los dos procesos estan estrechamente ligrados de
manera que,

2
Oee—yy = <B2 Oyy—ree)

con un factor de dos debido a que electrén y positrén son distinguibles mientras
que los fotones no lo son.

10

Figura 27: Seccién eficaz para la aniquilacién de pares
eTe™ — v, en términos de la velocidad 3 de los
electrones en el centro de momento. La seccién eficaz
diverge para electrones lentos, § — 0.

a/(mr?)




4.7.4.

>

4.7. Altas energias
Aniquilacion electrén-positrén - positronio
La seccién eficaz de aniquilacién diverge a baja energia, o — 7r2/3 (fig. 27),

favoreciendo la aniquilacién de pares relativamente lentos.

Se ha observado una linea delgada de aniquilacién, a mc? ~ 0.511 MeV, en el
centro Galactico - originalmente con CGRO-OSSE en los 1990s.

La presencia de e"e™ lentos propicia la formacién de un sistema ligado andlogo al
hidrégeno, denominado positronio.

Dependiendo de la configuracién, el positronio decae en dos o tres fotones, dando
lugar a una linea (ete™ — ) o un continuo (ete™ — 7).

La deteccidn del continuo de positronio, junto con la linea de aniquilacidn,
evidencia la presencia de ete™ lentos en el centro Galdctico.



4.7. Altas energias

4.7.5. Interacciones de un vértice - en campos magnéticos

» La interacciones de un vértice,

+

e s ye, y—oe e, e

e =7,

no conservan energia-momento, pero ocurren en presencia de campos que
absorban energia o momento. Las secciones eficaces son de orden ar?.
» La emisidn sincrotrén corresponde con la interaccién e~ — e~ en un campo
magnético. Se escribe también como e” B — ye™ B.
» Otro canal de esta interaccién es la produccién de pares en un campo magnético,
vB — e~ e™ B, de umbral
E B
E (aB?)3) 2 (mc?)? = x=(— — | 21
( C) ~ ( ) mC2 Bc ~
donde B. = m?c3/eh ~ 4 x 10'3 Gauss es el campo magnético critico.
> Una interaccién de tres vértices en B ~ B, es “photon splitting”, vyB — vvB.
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4.7.5. Interacciones de un vértice - campo electrostético
» Bremsstrahlung puede representarse como
e Z—>n~ne Z,
con Z indicando el campo electrostatico.

» La produccién de pares et en la vecindad de un nicleo cargado, vZ — e~ et Z,
viene dada en términos del pardmetro de impacto y la carga del ntcleo,

Ze? 2 2 2 2
5~ me = o ~ab® ~aZr;.

- El célculo de la seccién eficaz de produccién de pares da

28 2hw 109
0=ga Z%r? {In <mc2) - 42} para hw/mc® > 1.



4.7. Altas energias

4.7.5. Interacciones de un vértice - cascadas electromagnéticas

> Un fotén de alta energia en un campo magnético, electrostético o de radiacién
puede producir un par, v — eTe~. Estos a su vez pueden interaccionar con el
mismo campo, et — ye®, y producir mas fotones de alta energfa.

» Si los procesos tienen condiciones adecuadas para continuar, ocurre una cascada
electromagnética.

» Estas cascadas ocurren en la atmdsfera y pueden ser detectadas directamente con
arreglos de detectores de particulas o por la radiacién Cherenkov emitida por los
electrones de alta energia en el aire.

- La radiacién Cherenkov se produce si v > c/n, siendo n el indice de refraccién del
medio: es anisotrdpica, restringida a un cono de apertura cos¢ ~ 1/6n — 1/n.

» Cascadas electromagnéticas también ocurren en escenarios astrofisicos como la
vecindad de hoyos negros supermasivos o de estrellas de neutrones.
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