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5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.1. Introduccidn - motivaciones de la mecanica cuantica.

» Las lineas espectrales
Observadas en emisién o absorcién en el laboratorio y en el espectro solar
(Fraunhofer). Las lineas identifican a los distintos elementos quimicos.

» El espectro de cuerpo negro
La interpretacion estadistica del espectro de cuerpo negro requiere la hipdtesis
E = hv para la absorcién y emisién de radiacion.

> La estabilidad de la materia
Electrones en 6rbita alrededor de un ntcleo cargado, formando dtomos, deberian
emitir radiacién, de acuerdo a la férmula de Larmor, y caer en el nicleo en un
tiempo muy corto.



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.1.

>

Introduccion - desarrollo de la mecanica cuantica.

Problema de cuerpo negro — hipétesis de Planck: E = nhv.

Efecto foto-eléctrico: hv > x.

Estabilidad de la materia — dtomo de Bohr: L = nh.

Difraccién electrénica — de Broglie: A ~ h/p.

Principio de incertidumbre — Heisenberg: AxAp 2 h.

Funcién de onda, formalismo Hamiltoniano — ecuacién de Schrodinger.

Mecanica cuantica relativista (Dirac) — anti-particulas y espin.



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.2. Formalismo Hamiltoniano - coordenadas generalizadas.

» La mecdnica clasica describe el movimiento de particulas mediante trayectorias,
r(t), conforme a las leyes de Newton.

- La descripcién Newtoniana no es compatible con la mecanica cudntica, donde el
concepto de trayectoria no estd bien definido.

2 es compatible con la mecénica cudntica.

» El formalismo Hamiltoniano

- sistemas fisicos se describen en el espacio fase = coordenadas y momentos, {r, p}.

- Las formulaciones Lagrangiana y Hamiltoniana usan coordenadas generalizadas,
acordes con las restricciones del sistema.

- Cada coordenada generalizada es funcién de las coordenadas fisicas: g = q(r).

> A cada coordenada generalizada le corresponde un momento generalizado,
definido a partir de la energia cinética del sistema,

OEein

Pk = -
Gk

2Una referencia del formalismo Hamiltoniano clasico es el libro de Goldstein; caps 1 a 8.



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.2. Formalismo Hamiltoniano - ecuaciones de Hamilton.

- Para coordenadas cartesianas,

1 0E; p>
E.in=-mx*> = =T —mx = E =X
cin > Px Ox cin = 5o
» El Hamiltoniano H estd dado por la energia total del sistema, cinética mas

potencial, expresada en funcién de {qx, p«},

H=Ei,+ U. (3)
» Para una particula en tres dimensiones,
2 p2 p2
p P
H=— =X 4 2 4+ = 4
2m+U m +2m+2 +U. (4)

» Las ecuaciones de Hamilton determinan el movimiento, de forma consistente con
el formalismo Newtoniano,
OH OH

_OH . __OH 5
W= 5 Ph= 5o (5)



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - particula libre.
» El Hamiltoniano de la particula libre (U = 0) en tres dimensiones es

2
- N

" 2m  2m ' 2m ' 2m’
- Las ecuaciones de Hamilton (5) para la componente x,

OH  px
X = Px =

Opx m

Tox O

- La solucidn es el movimiento rectilineo uniforme,



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - oscilador armdnico.

» El Hamiltoniano de un oscilador arménico unidimensional,
2
H=F .~ k 2,
2m
Las ecuaciones de movimiento,
. _OH p . OH
8 m PT7ox
- Derivando x se obtiene la ecuacién del oscilador arménico,

k
)'%+w2x:0, w=4/—.
m

= —kx.

La solucién general es de la forma,

x(t) = Ae™' + Be ™t p(t) = mx = mw (Ae™! — Be ")

Hay dos familias de soluciones independientes (exp(£iwt) < {coswt,sinwt}),

con dos constantes de movimiento, (A, B) — condiciones iniciales, (x(0), p(0)).



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - oscilador armdnico 3D.

» El Hamiltoniano del oscilador arménico en tres dimensiones es la suma de tres
Hamiltonianos, uno por coordenada,

2 2 2
px Py Pz 1 5 1 5 1 5
H="*>+4+_>+-"=4+—k —k —k,z°.
2m+2m+2m+2xx +2yy +222
- La ecuacién de movimiento es superposicion de tres osciladores, X; + w,-zx,- =0.

La solucién es,

F(t) — (Axe+ith + Bxe—ith) R+ (Aye—i-iwyt + Bye—iwyt> )7—|—(Aze+iwzt + Bze—iwzt) 2’
con seis constantes, (%T, §) a determinar de las condiciones iniciales.

> Si ke = k, = k; = k, el problema adquiere simetria esférica y puede tratarse como
un potencial central, U(r) = kr?/2.



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - potencial central.

» Un potencial central depende solamente de la coordenada radial: U(r) = U(r).
- Se describe convenientemente en coordenadas esféricas, (r, 0, ¢),

x=rsinfcos¢p, y=rsinfsing, z=rcosb.
- La derivada de la posicién y la energia cinética,

F=FP+rt=FP+r(00+¢sindd),

1 - 1 1 . 1 .
Ecin = §m|7"|2 = §mf2 + EerH2 + Emr2 sin? 2.
- Los momentos generalizados se obtienen de (2),
8Ecin . 8Ecin 24 8Ecin 2 .24
= = B — N = 07 = - = 9 .
pr o7 mr, pg 56 mr Ps 99 mr<sin‘ 8¢
- De donde el Hamiltoniano,
2 2 2
H=Pr P Fo u(r).

C2m 2mr2  2mr2sin2 6



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - potencial central.
» Las ecuaciones de movimiento para (8) ,
F=p/m, p,:pg/mr3+p§)/mr3sin20—dU/dr,
0 = pg/mr?, Po = pé cosf/mr?sin36 9)
$:p¢/mr2sin20, pyp=0.

> La magnitud del momento angular,

E:Fxﬁz—que—k@p(b/sin@, (10)
es una constante de movimiento que permite expresar el Hamiltoniano como
2 2
Pr L
H=-" U(r). 11
2m * 2mr? +U(n) (11)

- También permite seleccionar la orientacidn,
0=7/2= pp=0,pp=0 = L=pybh,

restringiendo el movimiento al plano r¢.



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - potencial central.

» La componente angular del movimiento esta dictada por,
psp=0 = L:pd):mrzgf):cte,

lo que da la segunda ley de Kepler: “areas iguales son barridas en tiempos
iguales”, para cualquier potencial central.

» La componente radial de movimiento (9) se obtiene conociendo U(r),
PP 2 du . L2 1dU

R = —_— = r =

m Pr mr3  dr (12)

m2r3  mdr’
» Ejemplos relevantes:

- la particula libre, U = 0; el oscilador arménico tridimensional, U(r) = kr?/2; el
problema de Kepler, U(r) = —GMm/r.



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.3. Hamiltonianos clasicos - problema de Kepler
» Para el problema de Kepler conviene definir el potencial efectivo,

L2 GMm
Ueff(r):2mr2_ ro’

que se muestra en la figura 2 para tres valores de L (para GM =1,m =1).
- El potencial efectivo tiene limites:

(13)

r—=0= Usg — 400, r—00= U — 0,
y valor minimo,
min — _G2M?m3/21%> = —GMm/2ry en rg = L?>/GMm?.

- Segln la energia de la particula, se tiene:

- E = UZJ" = érbita circular con radio ry;

- UZ" < E <0 = drbita eliptica; rmin < r < rmax;

- E =0 = 6rbita parabdlica, r > rmin = r0/2;

- E > 0 =, trayectoria hiperbdlica.
- Se pueden obtener r(¢) y r(t), descrita de forma paramétrica.
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5.1.3. Hamiltonianos clasicos - problema de Kepler

2+ RS -
1 o Figura 2: Potencial
; efectivo para el problema
. de Kepler, tomando
£ of GM =1,m=1y con
= ; L=0.5,1.0,1.5, en
colores azul, verde y rojo,
T T respectivamente.
ol : |
0 1 2 3 1 5 6



5.1. Introduccién; Hamiltonianos

5.1.4. Otros Hamiltonianos

» El Hamiltoniano cldsico puede incorporar potenciales electromagnéticos, {A, ¢},

H= L (*—ﬂﬁ)2+ O(%) + U(X) (14)
“om\PT ¢ 9 ’
» El Hamiltoniano relativista,
N 1/2
H= [(ﬁc — qA) + mch + q (X)) + U(X). (15)
» En mecanica cudntica H es un operador que actia sobre una funcién de onda,
p? o)
H =|— = ih— . 1
6(0) = | 2+ 0] o) = gy 1ote) (16)
» La ecuacién de Dirac el operador considera el caso cuantico y relativista,
. > ., 0
HIv) = [a- (pc = gA) + Bme + qo + U] [v) = ing[v) . (17)

con «, 3 matrices de 4 x 4.
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5.2. Cuéntica

5.2. Elementos de mecanica cuantica - formalismo.

>

El formalismo de la mecanica cuantica difiere de manera fundamental del de la
mecanica clasica.

Este formalismo se puede plantear en términos de seis postulados.

1. El estado de un sistema fisico queda definido por su funcién de onda.

Toda cantidad fisica medible estd descrita por un operador que actda sobre las
funciones de onda.

3. La medicién de la variable fisica es uno de los valores propios de su operador.

4. La probabilidad de una medicién depende de la funcién de onda y del operador de

la variable en cuestién.

5. La medicion de una variable determina el estado del sistema.

6. El operador Hamiltoniano gobierna la evolucién temporal de un sistema (ecuacién

de Schrédinger).



5.2.1.

5.2. Cuéntica

Formalismo - funciones de onda.

Primer postulado - E/ estado de un sistema fisico en un instante t estd
especificado por su funcion de onda, |1(t)).

La funciones de onda pertenecen al espacio vectorial £.

Sus elementos y las operaciones entre ellos cumplen propiedades de linearidad,
operador unitario, nulo e inversos, ...

Al espacio £ de vectores [¢)), tipo "ket", le corresponde el espacio dual £*, de
vectores tipo "bra", (¢].

Los dos tipos de vectores se pueden combinar en un producto escalar, (1|p).
Los dos tipos de vectores se pueden combinar en operadores, O = |¢) (¢|,
representables mediante matrices.

Los sistemas fisicos se representan (generalmente) con funciones normalizadas
= [Y]* = (¥ly) =1.

Existen conjuntos de funciones de onda que forman bases ortonormales del
espacio £. Las bases pueden ser discretas o continuas.



5.2.1.

5.2. Cuéntica

Formalismo - operadores.

Sobre las funciones de onda actdan operadores:
un operador A actuando sobre [1)) € £ genera otra funcién, A|y) = |¢) .
Los operadores son lineales: dados dos niimeros complejos A1, A» se tiene,

A(A1[Y1) + A2 [¥2)) = M Afhr) + A2 Aly2) .
El producto de dos operadores es otro operador, tal que,
AB ) = A(BY)).

Los operadores no necesariamente conmutan entre ellos. Se define el operador
conmutador de Ay B como,

[A,B] = AB — BA.
Operadores (y duales) satisfacen ecuaciones de valores propios,
Ay =AlY) & (WA= (@X,
X valor propio, |1)) vector propio, Al adjunto de A, \* complejo conjugado de .



5.2. Cuéntica

5.2.1. Formalismo - operadores y variables fisicas.

Segundo postulado - Toda cantidad fisica medible, A, estd descrita por un
operador observable, A, que actia en el espacio £.

» Un operador asociado a una variable fisica observable cumple:
(1) ser hermitiano: Al = A X = \*
(2) el conjunto de las soluciones |1,) de la ecuacién de valores propios,

A |7!)n> = an |'¢n> ) (18)

forma una base.
» Pueden existir estados degenerados: funciones de onda distintas con mismo valor
propio,
Ay =anly), con i=1,...,g,. (19)

gn es el nivel de degeneracién del estado.



5.2. Cuéntica

5.2.1. Formalismo - espacios de representacion.

» Las funciones de onda se representan en términos de coordenadas o de momentos,

(M) =o(rt),  (ple(t)) = (P, ). (20)
» Los operadores y vectores de representacién cumplen relaciones de valores propios,
%|r) =x|r), Px|P) = px|P)
= (FIR(t)) = x(Flo(t)) = xo(F t),  (BIBx[¥(t)) = px ¥(P. t).
> La proyeccién permite calcular el producto escalar de funciones,

(Wlo) = /w*(F,t) o7, t) P = /w*(ﬁ, ) o5, 1) &

> La proyeccién permite calcular valores medios de observables,
) = WA = [ EDAvED P = [0 (50 AvE &,

con sus incertidumbres, AA = y/(A2) — (A)2.



5.2. Cuéntica

5.2.1. Formalismo - representaciones.

» Los operadores de coordenadas y momentos no conmutan:
[Xlapj]zlh6U = [XapX]:[yvpy]:[zva]:ih' (22)
> Los vectores de representacién cumplen las siguientes relaciones:

(nlp)=0(n—r), (pilp2) =0(p1 — P2), (23)
(Ap) = (2rh) 2 PT/h - (BR) = (2rh) "2 e P/, (24)

» Es posible cambiar de representacién mediante transformadas de Fourier,
0(7) = @) 2 [ W@ dp, w(p) = (2nh) 2 [u(@e T (25)

» La conexién mediante transformadas de Fourier resulta en las relaciones,

(Flply) = =iV (F),  (Blrl) = ihV p(p). (26)



5.2. Cuéntica

5.2.1. Formalismo - representaciones y relacién de incertidumbre.

» Los operadores de posicién y momento se describen en las representaciones

alternas como,
p=—ihV, r=ihVp. (27)

> Las relaciones entre representaciones llevan implicito el principio de incertidumbre,

h
AxAp > 5 (28)



5.2. Cuéntica

5.2.1. Formalismo - mediciones; tercer y cuarto postulado.
Tercer postulado - Toda medicién de la variable fisica A resulta en uno de

sus valores propios.
Cuarto postulado - La probabilidad de medir el valor propio a, del operador
A, en un sistema discreto sin degeneracion, esta dada por

P(an) = |{anl9)[*.

- En sistemas con degeneracién g, # 1,
8n

P(an) = Y |(al0)[* .

i=1

- En sistemas continuos, la probabilidad de medir (A) = a, estd dada por,

dP(a) = [(al¢)|* da, con |<aw>l2=/3*(7)¢(7)d3f-



5.2. Cuéntica

5.2.1. Formalismo - mediciones; quinto postulado.
Quinto postulado - La medicién de una variable determina el estado del

sistema.

» Dado un sistema en estado [¢)) previo a la medicién de A, si la medicidn resulta en
el valor propio a,, el sistema estd descrito por |¢) = |a,) después de la medicidn.

- Para estados con degeneracion, el estado resultante es la superposicion,




5.2. Cuéntica

5.2.2. Ecuacidén de Schrodinger - postulado dindmico.

Sexto postulado - La evolucién temporal de un sistema descrito por la
funcién de onda |1(t)), estd gobernada por la ecuacion de Schrédinger,

.0
HIp(t)) = il [(t))- (29)
» El operador Hamiltoniano hereda la estructura de la mecanica clasica,
L&
H=—+U.
2m *

» La ecuacién de Schrddinger (29) vale en todas las representaciones.

- En el espacio de coordenadas, p = —ihV, la ecuacién adquiere la forma:
2 . OY(F, t
I ur )+ U (e = in 208



5.2.2.

5.2. Cuéntica

Ecuacion de Schrodinger - estados estacionarios.

Cuando el Hamiltoniano no depende explicitamente del tiempo3, se plantea

[9(t)) = |) e EHP, (31)

con |p) independiente de t, para obtener la forma estacionaria de la ecuacién
Schrodinger,

Hlp) = Elp) . (32)
La funcién |p) describe un estado estacionario del sistema.
En general existe una familia de estados estacionarios, H |¢,) = E, |¢n) -
Las soluciones de (32) forman una base de &: cualquier |1)) se puede escribir,

(1) = cnlenye BN = () =) crpa(Pe N (33)

con coeficientes independientes del tiempo: ¢, = (pk|1(t = 0)).
Normalizacién: |12 =1 = > |cal?> = 1.

3en particular si U # U(t).



5.2. Cuéntica

5.2.3. Sistemas cuanticos - particula libre

» La ecuacién de Schrodinger para una particula libre (U = 0) es,

W o L O0Y(rt)
—%V P(r,t) = IHT. (34)

» Para estados estacionarios (32) se obtiene una ecuacién de onda con solucién,

- - . h2k2
P(r,t) = (Ae’k'r + Be"’”) e BN —  F= Ty (35)

las constantes A y B requieren (dos) condiciones iniciales.

» Las funciones no son normalizables. La solucién estacionaria mas general es,
o(F) = (27r)—3/2/A(/?)e"E'Fd3k, (36)

donde el factor (27)~3/2 asegura que o(7) y A(k) tengan misma norma.



5.2. Cuéntica

5.2.3. Sistemas cudnticos - barrera de potencial, efecto tinel

» Una barrera de potencial se puede describir con U(x) = Up para x| <ay U=0
para |x| > a.
> La solucién para |x| > a es una particula libre.

» Si |x| < a uno tiene una particula libre con p?/2m = E — Uy, si E > Up; o una
atenuacién exponencial si E < Up.

» En consecuencia, una particula puede atravesar un potencial, incluso teniendo una
energia cinética inferior a Ujp.

» El efecto tinel es relevante en el proceso de nucleosintesis.



5.2. Cuéntica

5.2.3. Sistemas cuanticos - el oscilador arménico

» El desarrollo de un potencial arbitrario alrededor de un punto de equilibrio, xg,

U(x) = Ulo) + (ff:)o (x—x0) + 5 <"2U>O (x—x0)+... (38)

con minimo (dU/dx)o = 0, da lugar a una aproximacién de oscilador arménico.
» El potencial del oscilador armdnico es cuadrético. Se expresa cominmente como

1 1
U= Ekx2 = Emw2x2, conw = +/k/m.

» Ec. de Schrodinger para estados estacionarios del oscilador arménico,

W dPo(x) |1 55,
o T2 T pMYx o(x) = E p(x). (39)
» El Hamiltoniano tiene misma dependencia en p que en x = Las soluciones estan

formadas por la misma familia de funciones en ambas representaciones.




5.2. Cuéntica

5.2.3. Sistemas cuanticos - el oscilador arménico

» Siendo que la transformada de Fourier de una Gaussiana es otra Gaussiana, se
propone como primera solucién

wo(x) = Ag exp(—a x?/2).
- Esta satisface (32) para
a=mw/h, By =hw/2; |po)> =1 = Ay = (mw/mh)'/*,

» Las funciones de onda son productos de polinomios con la Gaussiana,

) = o) = 2 (22) ", ([T ) e o)

donde H, es el polinomio de Hermite de grado n,

H2) = (-1 S0 5,

- Ho(2) =1, Hi(z) = 2z, Ha(z) = 4z% — 2, H3(z) = 82% — 12z, ...

Hpt1(x) = 2xHu(x) — 2nH,—1(x). (41)



5.2. Cuéntica

5.2.3. Sistemas cuanticos - el oscilador arménico

» Las soluciones del oscilador arménico unidimensional forman un conjunto infinito
numerable,

[wn(2)]?

[y
o

2.0 4

[
o

0.5 4

0.0 1

2

H|n) = Eq|n) con E,= <n+ 1) . (42)

z=x*Vmuw/h

Primeras soluciones del oscilador
arménico: n = 0, en azul; n = 1, en
verde; n = 2 en rojo; n = 3 en azul
claro. Las graficas tienen misma escala,
pero con un desplazamiento vertical
para mostrarlas juntas.



5.2.3.

>

5.2. Cuéntica

Sistemas cuanticos - el oscilador armdnico 3D

El oscilador arménico isotrépico, U = U(r) = kr?/2, es superposicién de tres
osciladores,

H|nx,ny,nz) = En nyn, [0 Ny, 02) , Engnyin, = (nx +n,+n, + ;) hw,
(43)
con |ny, ny, nz) = |ny)|ny) [nz).
El nimero n = nx + ny, + n, representa la energia del sistema.
El sistema tiene degeneracién g, = (n+ 1)(n+2)/2 con:
estados equivalentes (rotacién): |1,1,0) = |1,0,1) = |0,1,1);
estados distintos de misma energia: |1,1,0) < |2,0,0).

El oscilador armoénico isotrépico es un potencial central y puede ser representado
en términos de arménicos esféricos.



5.2. Cuéntica

5.2.3. Sistemas cudanticos - potencial central

» Un potencial central describe una interaccion entre dos cuerpos dependiente
exclusivamente de la distancia entre estos.

» Al igual que el caso clasico, el potencial central se describe convenientemente en
coordenadas esféricas, {r,0, ¢} — p;j = 0E.n/Dq;j, donde,

2 2 2 2 2
Pr Py p¢’ pr L
2m + 2mr?2 + 2mr2sin2 6 +U(r) 2m + 2mr? +U(r) (47)

con el momento angular dado por,
E:Fxﬁ:—ggp9+§p¢/sin9. (48)
» El Hamiltoniano central conmuta con el momento angular y su cuadrado,
[H.L[]=0, [H,[*]=0,

indicando que Ey L? son constantes de movimiento.
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5.2.3. Sistemas cudnticos - potencial central, momento angular

» El momento angular, [=Fx p, tiene propiedades importantes:

- Sus componentes,
Lomype-2p Ly=zpe—xpi Li—xp-yp (49
no conmutan entre si,
[Lx,Ly] =ihl,, [L,,L;]=ihLs, [L;, Li]=ihL,. (50)

- En consecuencia, no es posible la determinacién conjunta de las tres componentes.
- Dado que [L2, L,] =0, se eligen L2 y L, para la descripcién de sistemas cuanticos.

» En coordenadas esféricas,

2 g2 f 1V O (. 9\, 1 & _ho
L = ﬁ{sin@@@ smﬁae +sin293¢2 , iniagb' (51)
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5.2.3. Sistemas cuanticos - potencial central - soluciones

» La ecuacidén de Schrodinger para estados estacionarios de un potencial central,

LA
2m = 2mr?

n um] o) = El) . (55)

» Para (r|lp) = o(r, 0, ¢),

h? 1 0? h? { 1 0 (sin&a(p) 1 9%

"m0 ") " 5z \snaon \ "0 a0 sm2ea¢2}+u(”¢:”'

(56)
- Puede resolverse mediante separacion de variables.

- Las soluciones son funciones propias de H, L%y L,, descritas con arménicos
esféricos, Y;"(0, ¢), y dadas por tres niimeros cudnticos, |¢) = [nfm),

<F|n£m> = (Pném(r7 97 ¢) = Rnﬁ(r) Yem(ey d)) . (57)
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5.2.3. Sistemas cudnticos - potencial central, armdnicos esféricos

» Los arménicos esféricos, Y;"(0, ¢), satisfacen las ecuaciones de valores propios
L2Y"(0,0) =0+ 1)R2 Y0, ¢), L, Y/(0,¢)=mhY/"(0,¢), (58)

conf=0,1,....n—1, m=—¢£,...,0,...,+¢.

» Son funciones normalizadas sobre dngulo sélido dadas por,

Y0, 6) = (—1)my /B! pmicos gyeime i (m > 0),

4 (L+m)!
Y0, ¢) = GLED) (Em) Py m(cos )™ si (m<0),  (59)

con P;" funciones asociadas de Legrendre.

» Se muestran los primeros arménicos esféricos en la tabla 1.
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5.2.3. Sistemas cudanticos - potencial central

YF(0.8) [ 1=0 =1 =2 7=3

m=20 \/% 437r cosf \/; (3 cos? f) — 1) \/; (5 cos® -3 cos@)
m=+1 $\/8Z7r sinf e | £,/ sinfcosb eti® $\/322i17r(5 cos?f) — 1)sinf eti®
m= 42 \/Esm 0 e*2i¢ @cos&sm 0 e*2i®
m= =3 F 119%5 sind g e*3i¢

Tabla 1: Armédnicos esféricos para £ = 0,1, 2, 3.
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5.2. Cuéntica

Sistemas cuanticos - potencial central hidrogenoide

Conocida la parte angular y dado el potencial U(r), se puede resolver la ecuacién
para la funcién radial Ru(r),

2 2
W 1d (rzang) +{£(€+1)h

ar 2 + U(r)} R,,g = E,,g Rng, (60)

con soluciones para n natural, 0 < ¢ < n.
En general, los valores propios de la energia dependen de los dos niimeros
cudnticos {n, £}: E = Epy.
El ejemplo mas relevante es el potencial hidrogenoide,
Ze?
-

U(r) = (61)

Junto con la funcién |n¢ m) se debe considerar el espin del sistema.
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5.2. Cuéntica

Sistemas cuanticos - espin.

Experimento de Stern-Gerlach evidencia la existencia de un momento magnético
permanente,

q§ ~ h

0l = —— = —. 2

con dos estados de espin S, descritos con el niimero cudntico ms = +1/2, tal que
|S| = h/2.
Grado de libertad adicional en las funciones de onda.

El operador de espin tiene mismas propiedades de conmutacién que el momento
angular.

Aparece de manera natural en las soluciones de la ecuacién de Dirac.
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5.2. Cuéntica

Métodos aproximados

En mecénica cudntica se emplean métodos de aproximaciones para célculos
especificos:

El método de perturbaciones independiente del tiempo permite estudiar la
estructura fina e hiperfina de sistemas cudnticos (§5.3).

El método de perturbaciones dependiente del tiempo se emplea para el cdlculo de
transiciones radiativas (§5.4).

El método variacional permite la determinacién de estados base sistemas mas
complejos que el dtomo de hidrégeno. Se puede aplicar al dtomo de helio (§5.5).



5.3. Sistemas hidrogenoides

5.3. Estructura de sistemas hidrogenoides

5.3.1. Sistemas hidrogenoides.
5.3.2. Perturbaciones independientes del tiempo.

5.3.3. Estructura fina e hiperfina.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - funcién de onda

» El potencial en sistemas hidrogenoides es la atraccién Coulombiana entre un

ntcleo, g1 = Ze, y un electrén, g, = —e:
7 2
U(ry= %2 __ _2¢ (63)
|/ — 1 r
» El potencial es central, por lo que la funcién de onda es de la forma,
Prtmms(F) = Rae(r) Y77 (0, ) Xm, » (64)
incluido el término de espin, X m,.
» La funcién radial, Ry(r), es solucién de,
21 d [ ,dRy 0C+1)R%  Ze?
- — - — — bRy =ERu. 65
2mr? dr <r ar )" 2mr? r nt = b Tt (65)
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - funcién de onda

» La funcién de onda radial estd dada por,

2\ J(n—e—1) [2r\* 2r
R Y w—r—-r (= L25+1 e —r/na; 66
nZ(r) <naz) 2n(n—}—f)! <naz> n—{-1 na, © ’ ( )
con L7 (x) polinomios generalizados de Laguerre.
» El valor propio de la energia depende sélo del niimero cuantico principal n.
- Estad dado por,

En = —5 ? ——a mc — (67)

1(me*\ 22  Ze2 1 1, ,2?
P 2a, n2 2 n2’

con me*/2h? ~ —13.6eV, el radio de Bohr*, ag = h?/me? — a, = ap/Z, y la
constante de estructura fina, o = e2/hc ~ 1/137.

%30 ~5.292 x 10~ cm ~ 0.53 A.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - funcién radial

» Los polinomios generalizados de Laguerre se calculan a través de los polinomios

ordinarios de Laguerre, L,, con las expresiones®,
e d” L, k k d*
L) = S0 (e ), L) = (F1F S (L) - (68)
- La expresién para el célculo directo,
u + k) (—=x)™
Lk(x) = (n k>—1.
n(x) mzjo(n—m)!(k—l—m)!m! ’ ~ (69)

- Primeras funciones Lﬁ,

L(x) =

= (k+1)—x

(k+1)(k+2)/2— (k+2)x+x2/2,

= (k+1)(k+2)(k+3)/6 — (k+2)(k +3)x/2 — (k +3)x?/2 — x3/6.

~
N X~

—_—~
X

~— — —
Il

SArfken & Weber, 57 edicién, p. 830-835.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - funciones radiales

15 4

1.0

0.5 4

0.0 4

— Ruo
R0
— R

Probabilidad o< |R|?. ..

riaz

donde r — r/a,.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - estados estacionarios

» Estados estacionarios |p) = |n, £, m, m,) determinados con cuatro nimeros

cuanticos.
- El ndmero cudntico principal, n =1,2,..., indica la energia del sistema,
Ze? 1
Hn, ¢, m,ms) = Ep|n,,m,ms), Ep=—-——.
2a, n

- El ndmero cudntico de momento angular, ¢, entero 0 < £ < n, que satisface la
relacién de valores propios,

L2|n,0,m, ms) = £(£+ 1)h? [n, £, m, m) .
- El ndmero cudntico magnético, entero |m| < ¢, componente de L
Ly|n, 0, m,mg)y = mh|n, £, m, mg).

- El ndmero cuantico de espin, incluido ad-hoc, mg = £1/2.

» Los niveles de energia pueden corresponder a distintos estados de momento
angular y espin {¢, m, ms}.

- La degeneracién de los niveles de energia es g, = 2n°.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides

n=4 4
n=3+

25

2p

Figura 4: Niveles de energia de un
sistema hidrogenoide. Dependen a primer
orden del nimero cuantico principal,

E, = El/nz. La dependencia con los
nimeros cudnticos {¢, m, ms} aparece al
considerar la estructura fina. Estados
energéticos con distinto momento angular
se distinguen con la secuencia de letras
“s, p, d, f'.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - escala; Rydberg

> Los niveles de energia se escalan con la constante de Rydberg,

mee

1 4
Reo = — ( ) ~ 1.097 373156 8525(73) x 10 ° cm .

hc \ 2h?

> Las escalas de energia y longitud de onda correspondientes son,

Roohc ~ 13.60560172eV, Rs !~ 911.267050550 A .

» En sistemas con carga nuclear Z y masa atémica M, las lineas se sitian en,

2 2
ny ny

1+me/M (1 1\ *
Amom == @~ 2)

(71)
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5.3. Sistemas hidrogenoides

Sistemas hidrogenoides - el hidrégeno

Hidrégeno: Z =1, m/me =1/(1 + me/mp) ~ 1+ 1/1836.
Estado base:
Rochc

Ei =
! 14+ mp/me

~ —13.508296eV = Ao ~ 911.763342A.

Series espectroscépicas definidas por transiciones a niveles determinados:

Serie de Lyman: n — 1.

Lya (2 — 1) A1216A; LyB (3 — 1) A1026A; Lyy (4 — 1) A973A, ...
Transiciones en el ultravioleta, observables sélo desde el espacio.

Serie de Balmer: n — 2.

Ha (3—2) A6564A; HB (4—2) M4863A; Hy (5—2) \4342A; ...

Lineas en el visible y ultravioleta cercano, observables desde la Tierra.

Series de Paschen (n — 3), Brackett (n — 4), Pfund (n — 5); en el IR cercano.
Lineas de recombinacidn: entre niveles con n > 1.

Por ejemplo, 109a = transicién 110 — 109, a una frecuencia de 5.009 GHz.



5.3. Sistemas hidrogenoides

5.3.1. Sistemas hidrogenoides - series espectrocépicas del H

Tabla 2: Series espectroscépicas del hidrégeno

Lyman Lya (2—1) LyB (3—1) Lyy (4—1) Lyo (5—1) Lye (6—1)
A (A) 1215.684 1025734 972548  949.753  937.814
Balmer Ha (3—2) HpB (4—2) Hy (5—2) Ho (6—2) He (7—2)
A (A) 6564.696 4862.738 4341.730 4102.935 3971.236
Deuterio 6562.910 4861.415 4340.549 4101.819 3970.156
Paschen (um) Paa (4—3) Pap (5—3) Pay (6—3) Pad (7—3)
A (pum) 1.8756 1.2821 1.0941 1.0052
Brackett Brao (5—4) Brg (6—4) Bry (7—4) Bro (8—4)
A (pm) 4.0522 2.6258 2.1661 1.9450 1.8179
Pfund 6— 5 7—5 8—5 9—5
A (um) 7.4508 4.6537 3.7405 3.2970
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5.3. Sistemas hidrogenoides

Sistemas hidrogenoides - otros sistemas

Deuterio:

Isétopode Hcon Z=1,A=2 = M = 2.013553 uma = 3,670.5 me.

Estado base en —13.609340eV = A\i_,oo ~ 911.515320A. Lineas desplazadas
hacia el azul con respecto al H; diferencia en Ha ~ 1.8 A.

Helio ionizado (He™, Hell):

Z=2,A=4 M=72943m. — Ao = 227.848 A.

El primer potencial de ionizacién del helio es 24.6 eV. Estado base de He™ en
E; ~ —54.415eV, A\_oo ~ 227.848 A. Tres de sus series producen lineas en el
dptico, algunas cercanas a las de hidrégeno.

FeXXVI:

relevante en rayos X; serie de Lyman en hvp; ~ 6.38 keV.

En nicleos altamente ionizados con carga efectiva Z, el déficit en el niumero de
electrones, el estado base estd a una energia £y ~ 13.6 Z2eV.
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5.3.1. Sistemas hidrogenoides - series espectroscépicas

Tabla 3: Series espectroscépicas del Hell (\/A)

Transicién 2—1 3—1 4—1 5—1 6—1
303.8 256.3 243.0 237.3 2344

Transicién 32 4—2 5—2 6—2 7—2
1640.5 1215.2 1085.0 1025.3 9924

Transiciéon 4—3 5—3 6—3 7—3 8—3
4687  3204. 2734, 2512. 2386.

Transicién 5—4 6—4 7—4 8—4 904
10126 6562 5413 43860 4542
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5.3. Sistemas hidrogenoides

Métodos aproximados para la ecuaciéon de Schrodinger

En mecénica cudntican se emplean métodos de aproximaciones para ciertos
estudios especificos:

El método de perturbaciones independiente del tiempo permite estudiar la
estructura fina e hiperfina de sistemas atémicos o moleculares (§5.3.3).

El método variacional permite la determinacién de estados base sistemas mas
complejos que el dtomo de hidrégeno. Se puede aplicar al dtomo de helio (§5.3.4).
El método de perturbaciones dependiente del tiempo se emplea para el célculo de
transiciones radiativas (§5.4).
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5.3.2. Métodos aproximados para la ecuaciéon de Schrodinger

» Método de perturbaciones independiente del tiempo

- El método de perturbaciones permite calcular correcciones a energias y funciones
de onda en Hamiltonianos separables en una parte soluble, #(®), y un término
perturbativo, HW), tales que EM « EO),

- Sea H = H© + @) con funciones propias |k) = ’k(0)> + ‘k(1)>, valores propios

E, = E,EO) + E,El). Suponemos conocidas las soluciones
HO D) = EO[«). (72
- Se desarrolla H |k) = E |k), eliminando (73) para obtener
0) ‘ k(1)> e ‘k(0)> Ly® ‘k(1)> —£® ‘k(1)> +EW ‘k(0)> +EW ‘k(1)> '
(74)

- Al aplicar <k(°)‘ se obtiene la correccidn en la energia debida a la perturbacién,

EY = (KO [0 (). (75)
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5.3.2. Métodos aproximados para la ecuaciéon de Schrodinger

» Método de perturbaciones independiente del tiempo

- Las funciones perturbativas se desarrollan en términos de funciones base,

‘k(1)> = chg )6(0)> , con el < 1. (76)
1

- Al multiplicar (74) por <j(0)‘, con j # k, e integrar, se obtienen los coeficientes de
la parte perturbativa de la funcién de onda,

(O [ KO
% = <k(°)|k<1>> ~0. (77)
k )

- Este método permite estudiar la estructura fina de sistemas cudnticos, como
correcciones relativistas al Hamiltoniano clasico y los efectos de espin.
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5.3.3. Estructura fina e hiperfina

> La descripcidn de la estructura atémica mediante la ecuacién de Schrodinger es
incompleta.

» Al desarrollar la ecuacién de Dirac se obtienen correcciones a la funcién de onda y
niveles energéticos, que se pueden cuantificar mediante el método de
perturbaciones.

Correcciones

1. Término relativista de segundo orden (a?).

2. Acoplamiento espin-6rbita (a?); efecto Zeeman.

3. El desplazamiento de Lamb (a3).
4

. Estructura hiperfina (a? m/mp).
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5.3.3. Estructura fina e hiperfina - correccion relativista

» La correccion relativista a la energia resulta del desarrollo del término cinético,

2 4
p 3p
ECln:('}’_l)mczzﬂ—m (78)

» La primera correccién es de orden (p/mc)? ~ a?Z ~ Z/137% < 1.

)= (%) (1 2) -

con E, = —(e?/2a0) (Z%/n?), la energia del nivel n a orden cero bajo una carga
central +Ze.

» El cdlculo de perturbaciones da
4

8m3c2

AE.q = <n€mm5 -
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5.3. Sistemas hidrogenoides

Estructura fina e hiperfina - espin

El espin es una propiedad de las particulas elementales que se manifiesta como
momentos angulares y magnéticos intrinsecos.

El espin, S, tiene dos estados con |S| = /i/2 y nimeros cudnticos ms = +1/2.

Aparece de forma natural en la ecuacidén de Dirac. En la descripcidn no relativista
se agrega el niimero cuantico correspondiente, mg, al espacio de estados.

El momento dipolar magnético asociado al espin es,
s=——S. (80)

Contribuye al Hamiltoniano mediante los acoplamientos espin-érbita y entre
espines.

En presencia de campos magnéticos externos, el espin electrénico origina una
contribucién al Hamiltoniano, AH = —jis - B, conocida como efecto Zeeman.
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5.3.3. Estructura fina e hiperfina - acoplamiento espin-érbita

» El electrén percibe un campo magnético debido al movimiento relativo del campo

de Coulomb, .
= el
B = — . 81
mcr3 (81)
> El espin se acopla con este campo magnético, segliin AHe, = —[is - B

» La contribucién a los niveles de energia incluye un factor (1/2) al realizar la
expansién de la ecuaciéon de Dirac, es decir,

120§ nzmms>:E,, <22a2> {j(/+1)—£(£+1)—3/4}_

2 m2c2r3

2n (C+1/2)(0 +1)

AE,, = <n€mm5
(82)

» Se usa el momento angular total, J= E+ § de ndmero cuantico
Jj=L0+ ms=1{+1/2, con el signo determinado por la orientacién entre Ly S.
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5.3.3. Estructura fina e hiperfina - relativista + espin-érbita

» Con el nimero cudntico j = £ + mjg, se obtiene una expresién anéloga a (79),

Z%a? n 3
AEI‘el + AEeo = En < n2 > <_]+ 1/2 - 4> . (83)

» Existen degeneraciones de j con ms. Por ejemplo, los estados
25101 n=2,=0,ms =+1/2), 2p1pp:|n=20=1ms=-1/2),

tienen ambos j = 1/2 y, por tanto, misma energia.
» La correccién total para n=1,j =1/2, es AE/E = a?/4 ~ 1.3 x 1075.
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Estructura fina e hiperfina - desplazamiento de Lamb

El desplazamiento de Lamb es una correccién radiativa debida a la polarizacion
del vacio, efecto de la cuantizacién del campo electromagnético en un conjunto de
fotones virtuales que pueden crear pares et y provocar una distribucién espacial
de “carga virtual”.

La correccién es,

3 Elz
2n3

1— 0,
AEjmy = {K(’“@ 0T 1/2)&1 1/2)} ’ e

con K(n,0) una funcién creciente de n, que va de K(1,0) ~ 12.7 a
K(o0,0) ~ 13.7, con K(n,¢ # 0) ~ 0.05.
Para el estado base es AE/E; ~6a3 ~ 2 x 107°.

Sin relevancia astrofisica (que yo sepa...).
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Estructura fina e hiperfina: efecto Zeeman

> El efecto Zeeman se da en presencia de campos magnéticos externos.
» La contribucién del momento magnético del dtomo, J = L+ S, orbital mas espin,

es AMH, =eB - j/2mc.

Los niveles se desdoblan proporcionalmente al campo magnético externo,

JU+1) +s(s+1)—£(t+1)) ehB
2j(j+1) 2mc’

Un nivel (j,¢) se desdobla en tres, generando transiciones Am; = 0, %1, respecto

a la frecuencia central wy — wi = wp + eB/2mc.

(85)

AEz:mj{1+

La observaciéon del desdoblamiento se complica por la dependencia en j,/ y s de
AE,, dando lugar al efecto Zeeman anémalo.

A principios del siglo XX, Hale aproveché el efecto Zeeman para medir campos
magnéticos de miles de Gauss en manchas solares.

Las estructuras hiperfinas del HI (21 cm) y del OH (18 cm) permiten estimar
campos magnéticos en nubes interestelares.
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5.3.3. Estructura fina e hiperfina - estructura hiperfina: espin nuclear

» El protén posee un momento magnético asociado al espin S,

eS

Ao =" — > (86)
mpc

con el factor 7, ~ 2.7928 indicando la estructura interna del protén.
» Se dan dos tipos de acoplamientos.

(1) espin - érbita, AHuo = —jip - eE/mcr3;

(2) espin nicleo - electrén, AHue = —fip - fie/r>.

— — —

» Se describen juntos con el momento angular total, F = J_'+ Sp = E—i— e+ Sp, de
ndmero cuantico f =0+ ms+ mg =0+ 1/2+1/2.
» Para ¢ =0, la correccién a niveles de energia es,

AEy = E,20° (m,,> (ng) (f(f+1) . 2) . (87)
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5.3.3. Estructura fina e hiperfina - estructura hiperfina: 21 cm
» Para el estado base del hidrégeno se tiene:
AE,—1 10 = 167502 E; (3'") = AEn_1¢-10/h ~ 1420.406 MHz,
mp

es decir A = hc/AE,—1 =10 ~ 21.106 cm.
» La deteccién de la linea de 21 cm en radio es una herramienta fundamental en
astronomia, permitiendo la observacién directa de hidrégeno neutro.
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5.4.Transiciones radiativas

5.4.1. Método de perturbaciones dependientes del tiempo.
5.4.2. Hamiltoniano con campo electromagnético.

5.4.3. Aproximacién dipolar.
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5.4.Transiciones radiativas

» Un sistema cudntico puede modificarse por la absorciéon o emisién de radiacién.

» Las transiciones radiativas se describen incorporando el campo electromagnético
al Hamiltoniano, para calcular la evolucién del sistema.

» El desarrollo de perturbaciones con dependencia temporal permite estudiar la
evolucién de sistemas cuanticos ante campos de radiacién.

» Se separa el Hamiltoniano en una parte soluble estacionaria y un término
perturbativo,

H=HO+HD,

donde se conocen los estados estacionarios, soluciones de H(®) |k) = Ej |k) .

» Los estados estacionarios constituyen una base que permite desarrollar cualquier
funcién de onda dependiente del tiempo,

o0

() =Y c(t) [k) e B0, (118)

k=0
donde los coeficientes ¢, tienen dependencia temporal.



5.4. Transiciones radiativas

5.4.1. Método de perturbaciones dependientes del tiempo

» Se desarrolla (118) en la ecuacién de Schrédinger dependiente del tiempo,
eliminando la parte en (% con sus valores propios,

0 ) .
©) | (1) . (1) |\ a—iEct/h _ - : —iEt/h
[’H +H }W}-/hat |v) = gk ck H'Y |k) e =ih gk ¢k k) e ,

(119)
y al hacer el producto con (f| eTErt/h,
ihee(t) = <f "H(l)‘ k> i (Er—E)t/h (120)
K
» Si se considera un estado estacionario iniciall® |4), se obtiene
i [t o
= —— (1)‘ 1Wf, t /

cr(t) h/o (f ‘7—[ 1) el de' (121)

donde wr, = (Ef — E,)/h es la frecuencia del fotén emitido o absorbido.

es decir cx(t = 0) = du.
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5.4. Transiciones radiativas

Método de perturbaciones dependientes del tiempo

El término H(1) representa la perturbacién al estado inicial |2), modificandolo a

) =HD |2).

La probabilidad de que () de lugar a la transicién [1) — |f) es o< |cr|>.

La probabilidad por unidad de tiempo es,

11 2

.
T et (1) iwe, t! gt
Xfu T‘h/o (F|HD o) eent’ gt

Esta es la tasa de transicién y se calcula conociendo H ().

(122)

Para describir transiciones radiativas, el operador H(1) debe representar un campo

electromagnético.
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5.4. Transiciones radiativas

Hamiltoniano con campo electromagnético

El campo electromagnético se incorpora al Hamiltoniano con los potenciales
electromagnéticos, (A, ¢), de forma que las ecuaciones de Hamilton contengan la
fuerza de Lorentz,

1 q ~ 2
=—|p— —A(X t X, t 12
H=5 [P~ AKX Y| +99(x1), (123)
Distinguimos dos componentes del Hamiltoniano, H = Hest + Hine:

la parte estatica representa al sistema en estado estacionario,

Hest = @ —ep(X). (124)
2m
la parte interactiva del campo electromagnético con el sistema,
e [, =~ = e? O
Hint:%<p~A+A~p>+2mC2 (A-A>7 (125)

notando que los operadores A y p no necesariamente conmutan.
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5.4.2. Hamiltoniano con campo electromagnético

» La interacciéon del campo electromagnético con el sistema contiene dos partes,

e2

—

A-A.

e (L o~ o~ 3
Hintzi(p'A"i'A'p)

2mc 2mc?

- El término (p - A+A. p) representa la interaccién del sistema con un fotén.
Usando la norma de Coulomb: V-A =0 = p- A=0.

~ El término A - A describe la emisién o absorcién de dos fotones. Normalmente se
desprecia este término en entornos astrofisicos.

> La relacion entre los términos radiativos, H,:, y estructural, Hes:, se deduce de
|A| ~ |B|/k ~ |E|/k, con e|E|/k ~ hw = e|A| ~ hw ~ a2mc2.

- Al ser el momento de los electrones p ~ amc, se tiene,

—.

Hine  |(e/2mc) A5 |(e2/2mc)(A-A)| A
5|

Hest |p2/2m| (e/2mc) A - pc  amc

2~a<<1.
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5.4. Transiciones radiativas

Hamiltoniano con campo electromagnético

Para calcular el efecto del término principal en Hp¢,

—

(M _ ;
Hine = 2ch P (126)

expresamos el potencial A(X, t) = A(t)e’k X &, , con &, vector de polarizacién.
De donde la integral en (122),

cr(w) = _fli/ <f‘2mc

con A(w) la transformada de Fourier de A(t).
Las probabilidades de transicién estdn dadas por la matriz

<f‘e"“'éa-ﬁ 2>,

que se calcula con desarrollo multipolar.
Primer orden: aproximacién dipolar eléctrica.

o| o) e at = 27 Awr,) (5o ) (FleF7en 1),
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5.4. Transiciones radiativas

Aproximacion dipolar
La aproximacién dipolar considera sélo el primer término en la expansidn,
k¥ =1 4ik-%—... con kxn~ (27/N)x ~ ag/A < 1,

siendo primer término en (127): (f |é, - p| 1) = &, - (f |P] ).
Escribimos (Shu §23),
.m

p=is

con Jfl = <f ‘J‘ z> la matriz de dipolo eléctrico, d=—ex.

(HoX —XHo) = (f|—ef]|2) = imws, dy, (128)

Para radiacién no polarizada se promedia sobre las posibles orientaciones de &,,
SN2 1o
8 - <f ‘d‘ z>) = Z|dn[2.
3
La tasa de transicion, probabilidad de transicién por unidad de tiempo, es,

e - -
T 3R2C2T Wl Alwr)? ’<f ‘d‘ Z>‘

2
Xf1 : (129)
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5.4.4. Los coeficientes de Einstein

» Los coeficientes de Einstein se relacionan directamente con las tasas de transicion.
» Para absorcién o emisién estimulada tenemos,

<sz> = sz JI/ s (130)

con By, el coeficiente de Einstein respectivo y J,, la intensidad media del campo.
» En términos del potencial vectorial:

w?|Aw)[?
J,=— 131
2cT (131)
» Coeficientes de Einstein para transiciones dipolares eléctricas entre estados
definidos,
43 |- )2
B ‘d, S fo 132
f1 = 3h2 F 1f fi =373 (132)

> En el caso general se debe sumar sobre estados degenerados.
(Rybicki §10.3).
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5.4. Transiciones radiativas

Reglas de seleccion

Al evaluar los coeficientes (127) mediante una expansién multipolar se obtienen
las reglas de seleccion, las cuales indican qué transiciones pueden existir.

En muchos casos los coeficientes son nulos y las transiciones son prohibidas.
Hay reglas de seleccién particulares para

transiciones dipolares eléctricas,

transiciones cuadrupolares eléctricas,

transiciones dipolares magnéticas.

Existen también transiciones estrictamente prohibidas.
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5.4. Transiciones radiativas

Reglas de seleccidn - transiciones dipolares eléctricas

Las transiciones dipolares eléctricas consideran la interaccién de un dipolo, d, con
ondas electromagnéticas de polarizacién é,, evaluando (f|é, - X]z).

Se distinguen las ondas con:

polarizacién lineal, (f|z|2), con z = rcos¥,

polarizacién circular, (f [x & iy|1), con x £ iy = rsinf e*/?.

Se aprovecha la descripcién de dtomos o moléculas con armodnicos esféricos,

(flz]s) = (n'C'm'|rcosf|nlm) (133)

o0 2 pm
x {/ r Ryo(r)Rue(r) r2dr} {/ / cos O Yoy Yom d2| .
0 0 0

La integral sobre armdnicos esféricos es distinta a cero para Al = ¢/ — { = +1:
polarizacién lineal: Al =+1, Am = 0;
polarizacion circular: (f |rsinf e*®|i) #0 = Al =41, Am = +1.



- configuracién de niveles energia

n=4 4
n=3+

25

2p

5.4. Transiciones radiativas

Figura 10: Niveles de energia de un
sistema hidrogenoide. Dependen a primer
orden del nimero cuantico principal,

E, = El/nz. La dependencia con los
nimeros cudnticos {¢, m, ms} aparece al
considerar la estructura fina. Estados
energéticos con distinto momento angular
se distinguen con la secuencia de letras
“s, p, d, f'.
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5.4.5. Reglas de seleccidn - érdenes superiores

» Transiciones cuadrupolares eléctricas:

- Importantes cuando las transiciones dipolares no son posibles.

- Se evaldan los términos cuadrupolares, (f |Qas]1), con Qus = —e(3xaxs — r*ap).

- Permitidas entre estados con Al =0; y Al =+2, Am = 0,41, +2.

» Transiciones dipolares magnéticas:

- Relacionadas con la distribucién de corrientes: — (f |Xp]1).

- Permitidas para A/ =0, Am =0, £+1.

» Transiciones estrictamente prohibidas:

- Aquellas en las que <f ’ e’k % &, (k) - ﬁ‘ z> =0.

- Puede intervenir en (125) el termino de dos fotones, e?A - A/2mc2.

- Ejemplo notable es la transicién Lya 2s — 1s del hidrégeno.
El coeficiente de emisién espontanea es mucho menor que el de la transicidn
2p — 1s por un fotén,

Ads 315 = 82571 < Agpy1s = 6.2 x 108571
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5.4. Transiciones radiativas

Transiciones hibridas

Transiciones entre estados libres y ligados, foto-ionizacién y recombinacién: un
fotén libera un electrén, descrito como un estado en el continuo!!.

Para un atomo hidrogenoide en estado base y un electrén de energia cinética
Ef = hwh — 262/232,

1/2 —3/2e—r/az

0 = — a; . oF = V—l/Ze—iEe.f(” (134)

con ke = \/2meEs /h.

Del célculo <f|e’k'xéa : ﬁ|z> se obtiene la seccién eficaz de fotoionizacién,

8 meel® 74 1 ()
o~ — w).
3/3 ch® m (hw)3&f
La funcién de Gaunt, gpr(w) contiene discontinuidades por bordes de ionizacion.

Entre bordes o(w) oc w™3, lo que permite estimar la densidad de columna en la
linea de visién.

obr(w) (135)

1 Aproximacién de Born.



5.4. Transiciones radiativas

5.4.6. Transiciones hibridas

1.2
1.0}
Figura 11: Seccién eficaz
M L K ‘s
o para transiciones entre
l estados ligados y libres -
— expresién (135). Los
{; 06] ] méximos en o(w)
S}

corresponden al acceso a las
distintas capas de la

0.4}
configuracion electrénica, K,
L, M, en un atomo.
0.2}
0.0 : -
0 5 10 15 20

fiew
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5.5. Estructura de atomos y moléculas

5.5.1. Cdlculo variacional
5.5.2. Atomos con varios electrones.

5.5.3. Moléculas diatémicas.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.1. Métodos aproximados para la ecuaciéon de Schrodinger
Método variacional

» El método variacional permite aproximar la energia del estado base cuando no se
conoce la funcién de onda.

» Dado un Hamiltoniano, sus soluciones
Hle) =Eley) . 3=0,... (136)

son linealmente independientes y forman una base.
» Cualquier funcién |®) puede escribirse como una combinacién lineal de ellas,

|®) = Z G leg) (137)
7=0

con los coeficientes univocamente determinados; > |¢,|? = 1 para ¢ normalizada.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.1. Métodos aproximados para la ecuaciéon de Schrodinger
Método variacional

» El método variacional consiste en calcular

(PIH|O) =D ¢ (o) Hlpr) e =Y ¢ Ei (@yln) = Z|c2|E (138)
2k 2,k

» Al ser cualquier promedio de valores de E; mayor o igual al valor minimo, se
cumple necesariamente (®|H|®) > Ey,

» Qué tan buena aproximacién es (®|H|P) de Ey depende de la seleccién de la
funcion ®, que determina que tan cercano esta |c|? de 1.

» Una estrategia comiin consiste en seleccionar una funcién ®(«), con « un
pardmetro libre, y minimizar (®(a)|H|®P(a)). La precision de la aproximacién
recae en seleccionar adecuadamente la forma funcional de ®.
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5.5. Atomos y moléculas

Atomos con varios electrones - el atomo de helio

El helio no puede ser descrito de manera exacta, debido al término de interaccién
electrénica. Siendo el primer dtomo con varios electrones, su estudio es ilustrativo.

La energia medida para el estado base!? es E = —79.02¢V ~ 5.807 £y, con
Ey = —€?/2ap = —13.6eV.
El Hamiltoniano es,

by o, Ze Ze € &

L T 4 =—H +H+

= 139
2m  2m n r ro ro (139)

con H, = p?/2m — Ze?/r,, carga nuclear Z =2y ri» = |A — 3| la separacién
entre los electrones.

Cada término H, contribuye en Z%&y,, con Z = 2. Debido a la interaccién entre
electrones se tiene E > 8&y = —108.8¢V.

2Experimentalmente se mide el primer potencial de ionizacién del helio, igual a 24.59€V. Si
agregamos el potencial de ionizacién del Hell obtenemos 79.02eV.
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5.5.4. Atomos con varios electrones - el atomo de helio

» El método variacional permite estimar la energia del estado base'3.

» Se propone,
W(Fia Fﬁ) = ¢1s(a)¢ls(6) s (140)

con Y15(1) = 7122;%2¢=r/2 funcién del estado base (1s) hidrogenoide.

> Se reemplaza (140) por W(7, 3) = = ta;3e~(ntr)/@ con o pardmetro de

optimizacién asociado a la carga efectiva percibida por los electrones.
» El valor éptimo de « se obtiene minimizando,
2 5

E(a) = (Hy) + (Ho) + <Z2> — E(aopt) =2 <z - 16)25”‘ (141)

» La diferencia entre o2

2ot = (Z —5/16) ~ 5.696 y el valor experimental (5.807)
es2%.

Bhttp://www.umich.edu/~chem461/QMChap8.pdf
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5.5.4. Atomos con varios electrones - el atomo de helio - espines

» El helio da un primer ejemplo del papel que juegan los espines electrénicos.

» La funcién de onda se puede separar en la parte orbital (1)) y la de espin (o), lo
que no es posible para d&tomos con mas de dos electrones.

> Asi el estado base se puede escribir como,

wlsls(la 2) = wls(1)¢ls(2) 00,0(17 2)

» Los sub-indices en o indican que el estado corresponde con S =0, ms = 0. La
funcién de espin es superposicién anti-simétrical* de las componentes
individuales, x+(2).

1

00,0(1,2) = NG D+ (Dx-(2) = x-(x+(2)] -

14como corresponde a fermiones.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.4. Atomos con varios electrones - el atomo de helio - espines

» El primer estado excitado es superposicién de estados indistinguibles,
1
V2

> El estado 1s2s puede tener también una configuracién de triplete S =1,
o1,+41(1,2) = x+(1)x+(2)

Vies(1,2) = 12 [¥15(1)125(2) — ¥15(2)h2s(1)] 4 01,0(1,2) ,
01,-1(1,2) = x-(1)x-(2)

Vi6(1,2) = —= [¥15(1)1025(2) — ¥15(2)2s(1)] 00,0(1, 2).

con
o10(1,2) = [x+(Dx-(2) + x+(1)x-(2)1/V2,
siendo W anti-simétrica.
> La energia del siguiente estado, 1s2p, es mayor que la de 1s2s, ya que la funcién
de onda penetra menos el potencial. La energia ya no depende sélo de los
nimeros cuanticos principales.
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5.5.4. Atomos con varios electrones - aproximacion de campo central

» El Hamiltoniano de un 4tomo con carga Z esta dado por la energia cinética de Z
electrones, la atraccién del niicleo de carga +Ze, y (~ Z2) términos de repulsion
entre electrones,

zZ-1 Z

62
> A (142)

J=11=5+1 =l

» Ignorando el término repulsivo, el Hamiltoniano es suma de Z hidrogenoides, la
funcién de onda el producto de Z funciones y la energia la suma de las energias
individuales,

H Royt, Yo X, > E= Z En, b, = Z = (143)
J

con Xm,, €l espin deI electrén 3.
» El estado quedaria determinado con los 4Z ndmeros cudnticos,

{Uny, by, my,ms ), g=1,...,Z}.
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5.5. Atomos y moléculas

Atomos con varios electrones - aproximacion de campo central

En sistemas atdmicos con muchos electrones el término de repulsién contiene una
doble sumatoria y no puede ser despreciado®,

<ZZ€2/”3) / <Z Zez/rl) ~ 7(Z—1)/2Z> - 1/2 para Z>1. (144)

El método de perturbaciones sélo aporta una descripcién cualitativa para dtomos
con varios electrones.
Por otro lado, es posible retener la funcién de onda (143) bajo la aproximacién de
campo central.
Se considera que cada electrén siente un " potencial central”, V¢(r,), con un
término residual que puede tratarse como perturbacion,
z
H=2>_
J

2
p
ﬁ + Ve(r) | + W. (145)

YBabreviamos r,, = |, — 7|
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5.5.4. Atomos con varios electrones - aproximacion de campo central

» La dificultad reside en elegir adecuadamente V., de forma a minimizar

Z 72 z
W=-— er sz—Zvcrj (146)

» Se pueden inferir las principales propiedades de V.. En particular

—~Ze?/r para r— 0,
Ve(r) = { —e?/r para r— oo. (147)

» El potencial central debe tener una forma similar a la ilustrada en la figura 12:
para un electrén estd cerca del nicleo, el potencial de los demas electrones puede
ser despreciado, de manera que V (r) ~ —Ze?/r;
para un electrén a mayor distancia, la carga nuclear es apantallada por los demas
Z — 1 electrones, resultando en una carga neta ~ +e = V,(r) ~ —e?/r.
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5.5.4. Atomos con varios electrones

V(r)

Figura 12: Potencial central que cumple
con los limites asintéticos, indicados por
las lineas punteadas: V. — —1/r para
r<1l,V.— —Z/r para r>> 1.
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5.5. Atomos y moléculas

Atomos con varios electrones - aproximacion de campo central

La aproximacién de campo central permite describir la funcién de onda como un
producto de Z funciones centrales,

z z

Y= H Pnylymyms,; = H R”JKJ(I/J)YKTJ(HJ? qzsJ)Xmsm (148)

1=1 J=1
con la parte angular dada por arménicos esféricos con |m,| < ¢, < n,.
El potencial no es Coulombiano, por lo que la parte radial no corresponde con un
sistema hidrogenoide, Los niveles de energia dependen del momento angular, E,,
manteniendo la degeneracién en m.
La jerarquia de los niveles de energia con n se mantiene, junto con una relacién
similar con el momento angular,

E.o> Ey, para n> I'l/7 E.o > Eppy para £ > 0. (149)

La secuencia de estados base:
1s, 2s, 2p, 3s, 3p, 4s, 3d, 4p, 5s, 4d, 5p, 6s, 4f, 5d, 6p, 7s, 5f, 6d.
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5.5.4. Atomos con varios electrones

Introduccién; Hamiltonianos

I3

5.2. Cudntica 5

3. Sistemas hidrogenoides

5f
(14)
af 10
Ty (10
5p
4 (6)
o -
4
3d ZGPj
4s
0 —z-
3p
(6)
3s
@)
2p
(6)
2s
@)
1s
@)

n=1 n=2 n=3 n=4 n=5

6d
(10 7s
@)

6p

(6)

6s

2
n=6 n=7

T1,Pb,Bi,...

Ce,Pr,Nd,Pm,...

Y,Zr Mo,Te,...

SC,Ti,V,Cr,Mn,
Fe,Co,Ni,Cu,...

AlLSi,P,S,Cl

Na,Mg
B.C.N,0,F,Ne

Li,Be

H,He

5.4. Transiciones radiativas 5.5. Atomos y moléculas

Figura 13: Esquema de niveles energéticos
de distintos atomos de acuerdo a un
modelo de potencial central. Entre
paréntesis se indica la degeneraciéon de
cada nivel, g¢ = 2(2¢ + 1). La posicién
relativa de los niveles superiores puede
variar entre diferentes dtomos. Basada en
Cohen-Tannoudji, §XIV.
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5.5. Atomos y moléculas

5.5.4. Atomos con varios electrones - configuracion electrénica

» La configuracidn base de un dtomo se especifica con la ocupacién de estados
escrita como n¢*, donde x electrones ocupan el estado definido por {n, ¢}, con x
menor o igual a 2(2¢ + 1), la degeneracién del estado de momento angular ¢.

» Las configuraciones de los estados base de los primeros elementos se muestran en
la tabla 10 y en la figura 13, transcrita de Cohen-Tannoudji. El llenado de las
capas superiores pierde la secuencia con n a partir de n > 3.

> En general el nivel 4s se ocupa antes que el 3d.

> El potencial de primera ionizacién se muestra también en la tabla 10: un potencial
de ionizacién bajo se relaciona con la presencia de lineas espectrales en el visible;
por ejemplo Na y Mg.

Cohen-Tannoudji §XIV; Shu §27; Rybicki §9.3.



z n ¢ | Configuracién | x (I) | x (1) | x (1) | x (IV)

1H [10]1s 13595 | - - -

2 He | 10| 152 24581 | 54.405 - -

3 Li [20] [He] 2s 5.390 | 75.662 | 122.427 -

4 Be | 20 | [He] 252 9.321 | 18.207 | 153.85 | 217.617

5B |21 [He] 252 2p 8.296 | 25.119 | 37.921 | 259.31

6 C | 21| [He]2s?2p? | 11.265 | 24.377 | 47.866 | 64.478

7N |21 [He] 25 2p3 | 14.545 | 20.606 | 47.609 | 77.4

8 O | 21| [He] 252 2p* | 13.615 | 35.082 | 55.118 | 77.28

9 F |21 [He]2s?2p° | 17.422 | 34.979 | 62.647 | 87.142
10 Ne | 21| [He] 252 2p% | 21.559 | 40.958 | 63.427 | 96.897
11 Na | 30 | [Ne] 3s 5.138 | 47.292 | 71.650 -
12 Mg | 30 | [Ne] 3s? 7.645 | 15.032 | 80.119 | 109.533
13 Al | 31| [Ne] 3s23p 5.985 | 18.824 | 28.442 | 119.961
14 Si | 31| [Ne] 3s>3p? | 8.149 | 16.339 | 33.489 | 45.131
15 P |31 [Ne]3s?3p3 |10.977 | 19.653 | 30.157 | 51.356
16'S | 31| [Ne]3s23p* |10.357 | 23.405 | 35.048 | 47.294
17 CI | 31| [Ne] 3s? 3p° | 12.959 | 23.799 | 39.905 | 54.452
18 Ar | 31| [Ne] 3s23p® | 15.756 | 27.619 | 40.68 ~ 61
19 K |40 [Ar] 4s 4340 | 31.811| 457 -
20 Ca | 40| [Ar] 4s? 6.112 | 11.868 | 51.209 | 67.2

Tabla 10: Configuracién base y potenciales de ionizacién (x, eV) de los 20 primeros elementos.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatomicas

» En las moléculas diatémicas, formadas por dos ntcleos y varios electrones, los
niveles de energia se separan en tres componentes de forma jerdrquica:

(i) niveles electrdnicos: los electrones dan cohesién a la molécula, que tiende al
estado de minima energia. La escala estd dictada el radio de Bohr, a = h2/me2,

Eq ~ e2/a ~ 10eV.

(ii) los niveles vibracionales: la distancia de equilibrio entre los nicleos determina el
modo vibracional de la molécula,
1/2 m\ 1/2
Ma*w® ~ €®/a = w ~ (e?/Ma?) N Eyip, = hw ~ (M) Eq~0.1eV.
(i) los niveles rotacionales: |a rotacién de la molécula da lugar a sub-niveles

energéticos dentro de la estructura vibracional,
Erot ~ 2/1 ~ h?/Ma* ~ (m/M) E; ~ 0.001eV .

- Las transiciones electrénicas, vibracionales y rotacionales caen alrededor del
Optico-UV, infrarrojo y milimétrico, respectivamente.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatomicas

» La molécula de Hy estd formada por dos nicleos A y B, separados por una
distancia R = |Xa — Xg|, y dos electrones, 1y 2.
» Otras moléculas diatémicas de interés (CO, OH, ...) tienen estructura similar.

Figura 14: Esquema de moléculas de H, y CO.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatémicas - hidrégeno molecular H,

» El Hamiltoniano del Hy puede separarse en dos partes, H = Hag + Hes, donde

PA | P
=LA | B 152
Has oM, T 2Mg (152)

describe la componente cinética de los ntcleos de la molécula,

- Hap contiene el movimiento del centro de masa de la molécula, la rotacién como
cuerpo rigido y las vibraciones moleculares.

> H,s incluye la energia cinética de los electrones y los términos electrostaticos,

p% p% Zae?2  Zge? Zpe?  Zge?  ZpZge® €2

+ _fAC ety + 5 (153)

fHel -
2me  2me rna rne rnA rB R ro

siendo ria = |X; — Xa| la separacién entre electrones y nicleos, r2 = |X) — X| la
distancia entre electrones.
- Hes representa la configuracién electrénica de la molécula.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatémicas - Aproximacién de Born-Oppenheimer

» La aproximacién de Born-Oppenheimer consiste en separar la funcién de onda en
configuraciones nuclear y electrénica,

© R Pel(X1, X2, R) paB(Xa, XB) - (154)

» La funcién (154) permite separar el problema en dos partes, una de configuracién
nuclear y otra de configuracién electrénica,

Hag pag + Eei(R)pag = Enuc B,
Hel Pel = EeI(R) Pel-

- Ambas configuraciones se relacionan mediante la distancia internuclear, R, que
varia en escalas de tiempo largas comparadas con el movimiento de los electrones.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatémicas - configuracién nuclear

» La configuracién nuclear se separa en términos de centro de masa y masa total,
distancia relativa y masa reducida (nuclear), con definiciones estandar,

Mot = Ma + Mg, 1/M = 1/Ms +1/M P2, . PZ
tot Aj‘ B> é / At _{ B o Yug=_—cm L R (156)
Xem = (MaXa + Mpxg)/Mtot, R = Xa — Xp, 2Mio: ~ 2M

» La configuracidn nuclear se separa en centro de masa y parte interna,
YAB = @cm(Xcm) Soint(R) — Epuc = Ecm + Eint .

- La parte traslacional obedece una ecuacién de particula libre.

- La estructura interna contiene un término central que queda en términos de
arménicos esféricos,

h? 51
—WV% @int + Eel(R) wint = Eint Qine = int(R) = ﬁzint(R) Y)"(0,9). (157)



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatomicas - estados rotacionales

» La funcién de onda interna se separa en componentes radial y esférica,
1
Pint = Ezint(R) Y]m(e,qﬁ),
donde
2 2
LY =90+ )R Y™, LY" = mh Y]

> La rotacién de la molécula queda descrita por los arménicos esféricos y los niveles

de energia correspondientes,

h2
E. = 1)——. 158
ot(2) = 90+ 1) 535 (158)
» La estructura interna nuclear se separa posteriormente en rotacional y vibracional,
Eint - Erot(]) + Evib- (159)

La parte vibracional proveniente del desarrollo de E/(R) alrededor de un equilibrio.



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatomicas - estados vibracionales

> La ecuacidén de Schrodinger para la funcién radial interna,

Fidzi + Eq(R)Z(R) = EvinZ(R) (160)

M dR2 el = Lvib y

con Eyip = Eint — Erot(y), se desarrolla alrededor de un minimo de E¢(R).
1
E.(R) = Eo(Ro) + 5/\/lwg(R —Ro)?+... (161)
» Se obtiene una ecuacién de oscilador arménico para p = R — Ry,
2 d2Z(p)

Muwip? Z(p) = EvinZ(p). 162
M a2 +2 (p) vZ(p) (162)

donde Mw3 = (d?Ee1/dR?)o.
» La configuracion de energia queda como,
1
E,',,t = Erot(]) + EV,'b(V) + Ee/(R()) con EV,'b(V) = <V + 2> ﬁwo, vV = 0, ]., 2, -
(163)



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatémicas - estructura nuclear: recapitulacion

» La estructura de la molécula se separa en una parte electrénica y una parte
nuclear gracias a la aproximacién de Born - Oppenheimer.

» La parte nuclear se separa en traslacional, correspondiente al centro de masa
como particula libre, e interna, Epye = Ecm + Eint.

» La parte nuclear interna es vibracional y rotacional, Ej,; = E.ip + Ejot.

- La estructura rotacional estd dada por los armdnicos esféricos con niveles de
energia de la forma E,o:(9) = 5(5 + 1)(R?/2MRy).

- La estructura vibracional surge al considerar oscilaciones armoénicas alrededor de
un estado de equilibrio de la estructura electrénica, con E,jp(v) = (v + 1/2)hwy.

> Las estructuras vibracional y rotacional de la molécula dependen finalmente de los
pardmetros Ry y d2Ee//dR§, determinados por la estructura electrénica, E(R).



5.5. Atomos y moléculas

5.5.5. Moléculas diatémicas - estructura electrénica (Hy)

> Incluso bajo la aproximacién de Born-Oppenheimer, la estructura electrénica de
una molécula diatémica no tiene solucién analitica.

» Un caso tratable es el hidrégeno molecular, con e = pe/(X1, X2, R) en (152,155).

» Siguiendo a Shu §29, normalizamos la ecuacién al radio de Bohr y proponemos,

et = c1u(ra)u(rng) + cau(ng)u(rna), (164)

con u(r) = 7 1/2e~" estado base del H (1s) y coeficientes {c;, c2} a determinar.
» Dos soluciones: ¢; = 1/v/2, co = +1/4/2 = simétrica o antisimétrica, que
representan en dos dtomos H (—e?/ap), mas una energia de enlace, Enfo/ (fig. 15),

o (3 () {222 3} o

con «, By A funciones de R:

1 A 2
2R R R R
1+ B=—— 1+R A= 1+ R+ .
[0 e < R>, R e ( ), e ( 3)
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5.5.5. Moléculas diatomicas

031
0.2
Figura 15: Energia de enlace
en el modelo de la molécula
0.1p- H,. Las dos curvas
- +
W3 corresponden a E_-,, una de
i ellas representando un
0.0F sistema no ligado, el otro un
i enlace molecular con
; equilibrioen R ~ ... ag.
0.1 ; (Gréfica pendiente de
: revision...)
—0235 2 4 6 8 10



5.5. Atomos y moléculas

3.4. Sistemas cudnticos - moléculas diatdmicas

> Los niveles de energia quedan estructurados en bandas de niveles rotacionales
alrededor de niveles vibracionales; y grupos de bandas vibra-rotacionales alrededor
de niveles electrdnicos.

» En la atmdsfera las bandas se entremezclan mas por el efecto de ensanchamiento
por presion.

Nivel / banda energia A v

Electrénico Eq ~ €°/a 10eV  100nm 10°cm™!
Vibracional (m/M2E; 01ev 10um 10%cm~!
Rotacional (m/M)E; 0.001eV 1mm 10cm™!

Tabla 13: Estructura energética de una molécula diatémica. A temperatura ambiente

(kT ~0.025€V), las estructuras electrénicas tienden a estar en el nivel base, mientras que las
rotacionales ocupan varios niveles y las vibracionales son activas. Los niveles vibracional
ensanchados por los rotacionales pueden dar lugar a bandas roto-vibracionales.



5.5. Atomos y moléculas

3.4. Sistemas cuanticos - niveles energéticos en moléculas

A
\ . . .
v Dissociation Level
\ A
5 = = -
@ TN E Excited State (a'Ag)
[0}
C
w
1 2 Vibrational Levels
EAN
2\ 7 -
1 0\ J Ground State (Xazg)
S~ >
>

Internuclear Distance

Figure 3.4 Illustrative potential energy curves for two electronic states of a diatomic molecule. The
horizontal lines in the potential well represent vibrational energy levels.

Figura 16: La
estructura
eléctronica de la
molécula define un
equilibrio, alrededor
del cual se presentan
vibraciones. Los
niveles vibracionales
se subdividen en
niveles rotacionales,
formando una
estructura
roto-vibracional
(fig. 3.4 de Liou).



5.5. Atomos y moléculas

3.4. Sistemas cudnticos - moléculas diatdmicas

» Moléculas diatémicas homonucleares: N, (N=N), O, (O=0); trazas de H>. ..

- tienen un sélo modo vibracional por estado electrénico:
2330cm~! para Ny, 1556 cm™! para O, - estados base.1®

- Carecen de momento dipolar — no son interactivas en la banda térmica.

- Absorben radiacién UV vy visible en la alta atmdsfera.

- Su foto-ionizacién y disociacién UV promueve la actividad quimica @ estratdsfera.
» Moléculas diatémicas heteronucleares: CO, OH.

- un modo vibracional por estado electrénico (2143 cm~1 CO; 3570cm~! OH; en el
estado base).

- ambas tienen momento dipolar importante!”: 0.112 Debye CO; 1.668 Debye OH.

- son poco abundantes pero quimicamente activos.

¢ccchdb.nist.gov
171 Debye = 107 ¥ statC cm ~ 3.336 x 10730 C'm ~ 0.393 430 e ao.
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3.4. Sistemas cudnticos - moléculas triatémicas lineales: el CO,

» Moléculas triatémicas lineales: como CO, (0=C=0, 1.16A), tienen seis modos
normales de oscilacién, tres de ellos vibracionales: (c), (e) y (f) en la figura.

- modo simétrico (e; 1388 cm™!) inactivo. Los modos antisimétrico (c) y de
flexién® (f) inducen momento dipolar y son activos; bandas en 2349 cm™1,
667 cm L.

- contribuyen también isétopos (}3C, 17O, 80) en bandas cercanas.

L ;-
(a) (b) (c)
t t ; jE - 1 !
(d) (e) (f)
Fig. 17. The normal modes of a linear triatomic molecule in a plane.

Bhending.



5.5. Atomos y moléculas

3.4. Sistemas cudnticos - moléculas triatémicas lineales: el CO,

120 4 Thermal Infrared Radiation Transfer in the Atmosphere
\2 V, levels Vv
2500
— 00°t
11'0 3
2000[— 959
combination
—
T
£ 1500
= 10% a ozsg hot .3
> 02! -3 um
jed bands fundamental
[}
c
w 1000
ot'o
5001 h
Inactive 15 um
fundamental
o— 00’
Ground State
Figure4.2 The mostimportant vibrational transitions that produce the 15 zm CO; band, including the
1, fundamental, the hot bands, and the combination bands (data taken from Lopez-Puertas et al., 1986). The
rotational bands in this vibrational mode are the P(AJ = —1), Q(AJ = 0), and R(AJ = +1) branches.
The isotopes include '60'2C'60, 160'3C'60, and '60'2C'80.

Niveles de energia relacionados
con las bandas vibracionales del
COy, en 2350 y 667 cm~! (4.3,
15um). Nétese la participacion
del modo inactivo a 1388 cm™!.
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3.4. Sistemas cudnticos - moléculas triatémicas no lineales
» Moléculas triatémicas no lineales: H,O, Os. 95 84 pm

- con momento dipolar intrinseco (1.85D, 0.53D).
0
- modos vibracionales del H,O: H 104 45 H

flexién (bending) 1595 cm~1, con arménico a

3161 cm—1: dos bandas centradas en 3657, (‘B
3756 cm~ !, y combinaciones de los distintos modos; O
también participan activamente los isétopos / \278 A
2D, 180, junto con los modos rotacionales en tres =) O 116.8° O =)
ejes (B = 14.5cm™1).

- modos vibracionales de O3: 705, 1042, 1110cm~1! A pA

! . /O\ . -~ . /O\

con contribuciones del isétopo 0. 07 0~ -o7 o
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3.4. Sistemas cudnticos - moléculas triatémicas no lineales

(a) w £ * (o
(d) < e

Fig. 16. The normal modes of a non-linear triatomic molecule in a plane;

e

(a), (b), and (c) correspond to group (3.317 i);
(d), (e), and (f) correspond to group (3.317 ii).




5.5. Atomos y moléculas

3.4. Sistemas cuanticos - moléculas complejas

» Metano (CH,4), amoniaco (NH3). . .:
estructura 3D (tetraedro, pirdmide). Modos vibracionales activos del CHs a 3020

y 1306 cm™! - relevante para el efecto invernadero.

» Clorofluorocarbonos (CFCs) y estructuradas... modos torsionales...



5.5. Atomos y moléculas

3.4. Sistemas cudnticos - moléculas y radiacién

>

Moléculas diatémicas homonucleares (N, Oo, ...)

tienen un sélo modo vibracional, carecen de momento dipolar, poco interactivas
en el IR térmico.

niveles electrénicos interaccionan con radiacién UV vy visible en la alta atmdsfera.
UV foto-ioniza y disocia, en particular O3 (— quimica de la estratdsfera).

Moléculas triatémicas lineales (CO2, N>O)

tres modos vibracionales, carecen de momento dipolar intrinseco, pero tienen
momento dipolar inducido.

Moléculas triatémicas no lineales (H20, O3)
tres modos fundamentales de vibracién y momento dipolar intrinseco.
Moléculas 3D (metano CH4, amoniaco NHj3)

simetria semi-esférica (tetraedro), cuatro modos vibracionales, sin dipolo
permanente, pero si inducido.
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